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Ïðåäèñëîâèå

Ïðîãðàììû íà òðàäèöèîííûõ ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òà-
êèõ êàê Ñè, Ïàñêàëü, Java è ò. ï., ñîñòîÿò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìîäèôèêàöèé çíà÷åíèé íåêîòîðîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ, êîòîðûé
íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿíèåì.

Ôóíêöèîíàëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå ðåàëèçóåò ïàðàäèãìó, îò-
ëè÷íóþ îò ðàññìîòðåííîé ìîäåëè. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïðîãðàììà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå âûðàæåíèå (â ñòðîãîì ìàòåìàòè÷å-
ñêîì ñìûñëå); âûïîëíåíèå ïðîãðàììû îçíà÷àåò âû÷èñëåíèå çíà-
÷åíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ðåçóëüòàò ðàáîòû èìïåðà-
òèâíîé ïðîãðàììû ïîëíîñòüþ è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí åå âõîäîì,
ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå (èëè ëþáîå ïðîìåæóòî÷-
íîå) ÿâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ôóíêöèþ (â ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñ-
ëå) îò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîãðàììèðî-
âàíèè èñïîëüçóåòñÿ èìåííî òàêàÿ òî÷êà çðåíèÿ: ïðîãðàììà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé âûðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ôóíêöèè. Ôóíêöèî-
íàëüíûå ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîääåðæèâàþò ïîñòðîåíèå òà-
êèõ âûðàæåíèé.

Åñëè òåîðèÿ ìàøèí Òüþðèíãà ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé èìïåðàòèâ-
íûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ñëóæèò áà-
çèñîì è ìàòåìàòè÷åñêèì �ôóíäàìåíòîì�, íà êîòîðîì îñíîâàíû
ôóíêöèîíàëüíûå ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå áûëî èçîáðåòåíî â íà÷àëå 30-õ ãîäîâ XX âå-
êà àìåðèêàíñêèì ëîãèêîì Àëîíçî ×åð÷åì, êîòîðûé èñïîëüçîâàë
åãî â êà÷åñòâå ôîðìàëèçìà äëÿ îáîñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè1. Ìà-
òåìàòè÷åñêèì äîêàçàòåëüñòâîì ðåàëèçóåìîñòè ëþáîãî àëãîðèòìà
ïðè ïîìîùè îäíèõ òîëüêî ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûé

1Êðàòêàÿ èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà: Ïðèìåðíî â 1924 ãîäó Ìîèñåé Ø¼í-

ôèíêåëü ðàçðàáîòàë ïðîñòóþ òåîðèþ ôóíêöèé. Â 1934 ãîäó Àëîíçî ×¼ð÷ ñî-

çäàë ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå è èñïîëüçîâàë åãî äëÿ ðàçðàáîòêè è èññëåäîâàíèÿ

ôîðìàëüíîé òåîðèè ìíîæåñòâ. Â 1940-õ ãîäàõ Õàñêåëë Á. Êàððè ïðåäñòàâèë

êîìáèíàòîðíóþ ëîãèêó � òåîðèþ ôóíêöèé áåç ïåðåìåííûõ.
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ðåçóëüòàò ×¼ð÷à îá óíèâåðñàëüíîñòè ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ. Èíòå-
ðåñíî, ÷òî ëÿìáäà-ôóíêöèè ×¼ð÷à ïîÿâèëèñü ðàíüøå, ÷åì ìàøè-
íû Òüþðèíãà, òàê ÷òî ôóíêöèîíàëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå ïîëó-
÷èëî ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå äàæå ðàíüøå èìïåðàòèâíîãî.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñ-
íîâíûõ ôîðìàëèçàöèé, ïðèìåíÿåìûõ â èññëåäîâàíèÿõ, ñâÿçàííûõ
ñ ÿçûêàìè ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî â ïåðâóþ î÷åðåäü ñî
ñëåäóþùèìè ôàêòîðàìè:

• ýòî îäíà èç íåìíîãèõ ôîðìàëèçàöèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü
íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàíû äëÿ íàïèñàíèÿ ïðîãðàìì;

• ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå äàåò ïðîñòóþ è åñòåñòâåííóþ ìîäåëü äëÿ
òàêèõ âàæíûõ ïîíÿòèé, êàê ðåêóðñèÿ è âëîæåííûå ñðåäû;

• áîëüøèíñòâî êîíñòðóêöèé òðàäèöèîííûõ ÿçûêîâ ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü îòîáðàæåíî â êîíñòðóêöèè ëÿìáäà-
èñ÷èñëåíèÿ;

• ôóíêöèîíàëüíûå ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ óäîá-
íîé ôîðìîé ñèíòàêñè÷åñêîé çàïèñè äëÿ êîíñòðóêöèé ðàç-
ëè÷íûõ âàðèàíòîâ ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ; íåêîòîðûå ñîâðåìåí-
íûå ÿçûêè (íàïðèìåð, Haskell) îáåñïå÷èâàþò ïðàêòè÷åñêè
ïîëíîå ñîîòâåòñòâèå ñâîåé ñåìàíòèêè ñ ñåìàíòèêîé êîíñòðóê-
öèé ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ.

Ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ëåæèò â îñíîâå áîëüøèíñòâà ñóùåñòâóþ-
ùèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ è èõ äèàëåêòîâ:
ñåìåéñòâà Ëèñïà (Common Lisp, Scheme, Clojure è äð.) è ñåìåéñòâà
ML (Standard ML, Hope, Miranda, Haskell, F#, Swift è ïð.).
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1. Ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå

1.1. Ëÿìáäà-âûðàæåíèÿ

Ìíîãèå èìïåðàòèâíûå ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ äîïóñêàþò
îïðåäåëåíèå ôóíêöèé òîëüêî ñ ïðèñâàèâàíèåì èì íåêîòîðûõ èìåí.
Íàïðèìåð, â ÿçûêå Ñè ôóíêöèÿ âñåãäà äîëæíà èìåòü êîíêðåòíîå
èìÿ. Â òî æå âðåìÿ ïðè ðàáîòå ñî çíà÷åíèÿìè (÷èñëàìè, ñòðîêàìè,
îáúåêòàìè, . . . ) èñïîëüçóþòñÿ äâà ñïîñîáà èìåíîâàíèÿ � êîíêðåò-
íûé (êîíñòàíòû) è àáñòðàêòíûé (ïåðåìåííûå è óêàçàòåëè).

Ïðè ñèìâîëüíîì ïðåäñòàâëåíèè èíôîðìàöèè íåò ïðèíöèïè-
àëüíîé ðàçíèöû â ïðèðîäå èçîáðàæåíèÿ çíà÷åíèé è ôóíêöèé.
Ñëåäîâàòåëüíî, íåò è ïðåïÿòñòâèé äëÿ îáðàáîòêè ïðåäñòàâëåíèé
ôóíêöèé òåìè æå ñðåäñòâàìè, êàêèìè îáðàáàòûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ.
Ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ìîæíî ñòðîèòü èç èõ ÷àñòåé è äàæå âû-
÷èñëÿòü ïî ìåðå ïîñòóïëåíèÿ è îáðàáîòêè èíôîðìàöèè � èìåí-
íî òàê ðàáîòàþò ïðîãðàììû-êîìïèëÿòîðû. Îäíàêî â ìýéíñòðè-
ìîâñêèõ ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïî÷åìó-òî íå ïðèíÿòî ê òà-
êîé òåõíèêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ äîïóñêàòü îáû÷íûõ ïîëüçîâàòå-
ëåé (ïðîãðàììèñòîâ).

Èñïîëüçóåìàÿ â ôóíêöèîíàëüíûõ ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ëÿìáäà-íîòàöèÿ ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü ôóíêöèè ñ òîé æå ëåãêî-
ñòüþ, ÷òî è äðóãèå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû.

Ëÿìáäà-âûðàæåíèåì áóäåì íàçûâàòü êîíñòðóêöèþ âèäà

λx.E ,

ãäå E � íåêîòîðîå âûðàæåíèå, âîçìîæíî èñïîëüçóþùåå ïåðåìåí-
íóþ x. Íàïðèìåð, λx.x2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ, âîçâîäÿ-
ùóþ àðãóìåíò â êâàäðàò.

Èñïîëüçîâàíèå ëÿìáäà-íîòàöèè ïîçâîëÿåò ÷åòêî ðàçäåëèòü ñëó-
÷àè, êîãäà ïîä âûðàæåíèåì âèäà f(x) ìû ïîíèìàåì ñàìó ôóíêöèþ
f , à êîãäà � å¼ çíà÷åíèå â òî÷êå x. Êðîìå òîãî, ëÿìáäà-íîòàöèÿ
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ïîçâîëÿåò ôîðìàëèçîâàòü ïðàêòè÷åñêè âñå âèäû ìàòåìàòè÷åñêèõ
êîíñòðóêöèé. Åñëè íà÷àòü ñ êîíñòàíò è ïåðåìåííûõ è ñòðîèòü
âûðàæåíèÿ òîëüêî ñ ïîìîùüþ ëÿìáäà-âûðàæåíèé è ïðèìåíåíèé
ôóíêöèè ê àðãóìåíòàì, òî ìîæíî ïðåäñòàâèòü î÷åíü ñëîæíûå ìà-
òåìàòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ (ôàêòè÷åñêè � ñêîëü óãîäíî ñëîæíûå).

Ïðèìåíåíèå ôóíêöèè f ê àðãóìåíòó x ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
êàê f x, òî åñòü, â îòëè÷èå îò òîãî, êàê ýòî ïðèíÿòî â ìàòåìàòèêå,
íå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñêîáêè. Ïî ïðè÷èíàì, êîòîðûå ñòàíóò ÿñ-
íû ïîçäíåå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðèìåíåíèå ôóíêöèè ê àðãóìåíòó
àññîöèàòèâíî âëåâî, òî åñòü f x y îçíà÷àåò (f(x))(y). Â êà÷åñòâå
ñîêðàùåíèÿ äëÿ âûðàæåíèé âèäà λx.λy.E áóäåì èñïîëüçîâàòü çà-
ïèñü λxy.E (àíàëîãè÷íî äëÿ áîëüøåãî ÷èñëà àðãóìåíòîâ). Òàêæå
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �îáëàñòü äåéñòâèÿ� ëÿìáäà-âûðàæåíèÿ ïðîñòè-
ðàåòñÿ âïðàâî íàñòîëüêî, íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî, òî åñòü, íàïðè-
ìåð, λx.xy îçíà÷àåò λx.(xy), à íå (λx.x)y.

Ôîðìàëüíàÿ íîòàöèÿ (ñèíòàêñèñ).

Ñóùåñòâóþò òðè òèïà λ-âûðàæåíèé:

• Ïåðåìåííàÿ: x, y, z, . . . Èñïîëüçóåòñÿ �ìàòåìàòè÷åñêîå�, à íå
�ïðîãðàììèñòñêîå� ïîíèìàíèå ýòîãî òåðìèíà. Çäåñü ïåðå-
ìåííàÿ � ýòî íå �èìåíîâàííàÿ îáëàñòü ïàìÿòè êîìïüþòå-
ðà�, à èìÿ, îáîçíà÷àþùåå ïðîèçâîëüíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ àá-
ñòðàêöèþ1. Ïåðåìåííûå ìîãóò îáîçíà÷àòü âåëè÷èíû, âûðà-
æåíèÿ è äàæå ôóíêöèè. Áîëåå òîãî, â îäíîì è òîì æå âûðà-
æåíèè îäíà è òà æå ïåðåìåííàÿ â ðàçíûõ êîíòåêñòàõ ìîæåò
îáîçíà÷àòü ñîâåðøåííî ðàçíûå âåùè. Ïðèâÿçêà êîíêðåòíûõ
îáúåêòîâ (âûðàæåíèé) ê èõ àáñòðàêòíûì èìåíàì (ïåðåìåí-
íûì) ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè êîìáèíàöèé è àáñòðàêöèé

(ñì. äàëåå).

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ïåðåìåííûõ ìû áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü ñèìâîëû V, V1, V2, . . ..

1Áëèæàéøèì àíàëîãîì òàêîé �ïåðåìåííîé� â ïðîãðàììèðîâàíèè ìîæíî

ñ÷èòàòü àðãóìåíò ìàêðîïîäñòàíîâêè èëè øàáëîíà ôóíêöèè.
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• Êîìáèíàöèÿ, òî åñòü ïðèìåíåíèå ôóíêöèè ê àðãóìåíòó. Åñ-
ëè E1 è E2 � λ-âûðàæåíèÿ, òî çàïèñü

(E1 E2)

îáîçíà÷àåò ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ âûðàæåíèÿ (ôóíêöèè) E1

ê âûðàæåíèþ (àðãóìåíòó) E2. E1 òàêæå íàçûâàåòñÿ îïåðà-

òîðîì, E2 � îïåðàíäîì. Íàïðèìåð, âû÷èñëåíèå ñèíóñà ÷èñ-
ëà π â òàêîì ñèíòàêñèñå áóäåò âûãëÿäåòü êàê (sin π).

• Àáñòðàêöèÿ, òî åñòü ÿâíîå óêàçàíèå àðãóìåíòà λ-âûðàæåíèÿ.
Åñëè V � ïåðåìåííàÿ, à E � λ-âûðàæåíèå, òî çàïèñü

λV. E

îáîçíà÷àåò λ-âûðàæåíèå, ñîñòîÿùåå èç ñâÿçàííîé ïåðåìåí-

íîé V è òåëà E (èñïîëüçóåòñÿ òàêæå òåðìèí àáñòðàêöèÿ

âûðàæåíèÿ E ïî ïåðåìåííîé V ).

Ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå ýòî âûðàæåíèå êàê îïðåäåëåíèå
ôóíêöèè ñ òåëîì ¾E¿ è çàãîëîâêîì ¾λV.¿ (ñàìà ôóíêöèÿ
áåçûìÿííàÿ, V � ýòî å¼ àðãóìåíò).

Âåñü ñèíòàêñèñ ëÿìáäà-âûðàæåíèé îïèñûâàåòñÿ î÷åíü ïðîñòîé ôîð-
ìóëîé ÁÍÔ:

<âûðàæåíèå> ::= <ïåðåìåííàÿ>
| (<âûðàæåíèå> <âûðàæåíèå>)
| (λ <ïåðåìåííàÿ> . <âûðàæåíèå>)

Èñïîëüçóÿ áóêâåííûå îáîçíà÷åíèÿ, òó æå ñàìóþ ÁÍÔ-ôîðìóëó
ìîæíî ïåðåïèñàòü åù¼ áîëåå êîìïàêòíî:

E ::= V | (E1E2) | λV.E

Êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, òîëüêî ÷òî ìû îïèñàëè ñèíòàêñèñ
ïîëíîöåííîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

8



Íåôîðìàëüíîå îïèñàíèå ïðîöåññà âû÷èñëåíèé. Ïåðåìåí-
íûå îïèñûâàþò �ñòàòè÷åñêóþ� ñòðóêòóðó ëÿìáäà-âûðàæåíèÿ. Ñàì
ïðîöåññ âû÷èñëåíèé ïîëíîñòüþ âîçëîæåí íà ìåõàíèçì àáñòðàêöèé
è êîìáèíàöèé, òî åñòü îïèñàíèé è âûçîâîâ ôóíêöèé. Îñòàíîâèìñÿ
íà íåì áîëåå ïîäðîáíî.

Ëÿìáäà-âûðàæåíèå λV.E îïèñûâàåò ôóíêöèþ ñ àðãóìåíòîì
V è òåëîì E, êîòîðîå ñîäåðæèò êàêîå-òî (âîçìîæíî, íóëåâîå) êî-
ëè÷åñòâî óïîìèíàíèé ïåðåìåííîé V . Èìåíè ó ýòîé ôóíêöèè íåò,
ïîýòîìó, ÷òîáû å¼ èñïîëüçîâàòü, íàì ïðèä¼òñÿ ïðè êàæäîì âûçî-
âå ïîëíîñòüþ çàïèñûâàòü å¼ êîä (òî åñòü ñàìî âûðàæåíèå λV.E).
Âûçîâ ôóíêöèè f îò àðãóìåíòà x â ëÿìáäà-íîòàöèè âûãëÿäèò êàê
(f x) (êîìáèíàöèÿ f è x), ïîýòîìó âûçîâ ôóíêöèè λV.E îò àðãó-
ìåíòà G áóäåò âûãëÿäåòü êàê

((λV.E) G)

Âû÷èñëåíèå ðåçóëüòàòà ñîñòîèò â ïðîñòîé çàìåíå âñåõ âõîæ-
äåíèé ïåðåìåííîé V â âûðàæåíèè E íà âûðàæåíèå G è îòáðàñû-
âàíèè çàãîëîâêà ôóíêöèè (λV.):

((λV.E) G)→ E[V := G]

Çàïèñü x[y := z] îáîçíà÷àåò âûðàæåíèå, ïîëó÷åííîå èç âûðàæåíèÿ
x çàìåíîé âñåõ âõîæäåíèé âûðàæåíèÿ y íà âûðàæåíèå2 z.

Ïðèìåð 1.1. ((λx. xx) z) = xx[x := z] = zz;
((λx. yz) a) = yz[x := a] = yz;
((λy. yzy) (λx.cd)) = yzy[y := (λx.cd)] = (λx.cd)z(λx.cd).

Èñïîëüçîâàíèå àáñòðàêöèé è êîíâåðñèé � î÷åíü ñèëüíûé ìå-
õàíèçì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò çàêîäèðîâàòü ëþáîé àëãîðèòì (ëþ-
áóþ ìàøèíó Òüþðèíãà). Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðî-
ñòûõ ôóíêöèé.

2Áîëåå òî÷íîå îïðåäåëåíèå ïîäñòàíîâêè, ó÷èòûâàþùåå âîçìîæíîñòü êîí-

ôëèêòà èì¼í ïåðåìåííûõ, áóäåò äàíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.
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Ïðèìåð 1.2. Ôóíêöèÿ èäåíòè÷íîñòè: (λx. x).
Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî E âû-

ïîëíÿåòñÿ ((λx. x)E) = E.

Ïðèìåð 1.3. Ôóíêöèÿ ïåðåâîðîòà àðãóìåíòîâ: (λx. (λf. (f x))).
Ýòà ôóíêöèÿ, ïîëó÷èâ íà âõîä ïîñëåäîâàòåëüíî äâà àðãóìåí-

òà (ñíà÷àëà E1, ïîòîì E2), âîçâðàùàåò èõ â îáðàòíîì ïîðÿäêå
(ñíà÷àëà E2, ïîòîì E1):

(((λx. (λf. (f x))) E1) E2) = ((λf. (f x))[x := E1] E2) =
((λf. (f E1)) E2) = (f E1)[f := E2] = (E2 E1).

Óïðàæíåíèå 1.1. Îïðåäåëèòå, ÷òî äåëàþò ôóíêöèè:
(i) (λx. (λy. y)) ;
(ii) (λx. (λy. x)) .

Óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ëþáîå ëÿìáäà-
âûðàæåíèå ñîäåðæèò íåìàëî ñêîáîê. ×òîáû íåñêîëüêî îáëåã÷èòü
ñèíòàêñèñ, áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ïðàâèëà îáîçíà÷åíèé:

1. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìáèíàöèé (ïðèìåíåíèé ôóíêöèé)
ïðèîðèòåò âñåãäà ó ñàìîé ëåâîé, òî åñòü çàïèñü E1E2 . . . En
îçíà÷àåò ( (. . . (E1E2) . . . )En). Íàïðèìåð:

E1E2 îçíà÷àåò (E1E2),

E1E2E3 îçíà÷àåò ((E1E2)E3),

E1E2E3E4 îçíà÷àåò (((E1E2)E3)E4);

2. Îáëàñòü äåéñòâèÿ çàãîëîâêà ôóíêöèè (¾λV.¿) ðàñøèðÿåòñÿ
âïðàâî íàñòîëüêî äàëåêî, íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî, òî åñòü
çàïèñü λV.E1E2 . . . En îçíà÷àåò (λV. (E1E2 . . . En));

3. Â ïîñëåäîâàòåëüíîé çàïèñè àáñòðàêöèé (îáúÿâëåíèé ôóíê-
öèé) ïðèîðèòåò âñåãäà ó ñàìîãî ïðàâîãî àðãóìåíòà, òî åñòü
çàïèñü λV1 . . . Vn. E îçíà÷àåò (λV1. ( . . . .(λVn. E) . . . )). Íà-
ïðèìåð:

λx y.E îçíà÷àåò (λx. (λy.E)),
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λx y z.E îçíà÷àåò (λx. (λy. (λz.E))),

λx y z w.E îçíà÷àåò (λx. (λy. (λz. (λw.E)))).

Ïðèìåð 1.4. λxy. (λz. zw)yx = (λx. (λy. (((λz. zw)y)x))) = λxy. ywx.

1.2. Êîíâåðñèè è ðåäóêöèÿ

Ñâîáîäíûå è ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå. Äàëåå íàì ïîòðåáó-
þòñÿ ïîíÿòèÿ ñâîáîäíîãî è ñâÿçàííîãî âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé.
Ñêàæåì, ÷òî âõîæäåíèå ïåðåìåííîé V â âûðàæåíèå E ñâîáîäíî,
åñëè îíî íå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè äåéñòâèÿ ¾λV ¿, è ñâÿçàíî â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå. Íàïðèìåð, â âûðàæåíèè

(λx. y x)(λy. x y)

ïîä÷åðêíóòû ñâîáîäíûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ x è y (ñâîáîäíûå
ïåðåìåííûå äàííîãî âûðàæåíèÿ).

Ìíîæåñòâî âñåõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ âûðàæåíèÿ E îáîçíà-
÷èì êàê FV (E).

Ïîäñòàíîâêè. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèÿ E1 = λx. xy è E2 = xy.
Èìåíà ïåðåìåííûõ â ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè � àáñòðàêòíûå, îíè íå
íåñóò íèêàêîé ñìûñëîâîé íàãðóçêè. Âûðàæåíèå E2 ìû ñ òåì æå
óñïåõîì ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü êàê uw. Îäíàêî çàìåòèì, ÷òî
ñîãëàñíî ïðèâåäåííûì ðàíåå íåôîðìàëüíûì ïðàâèëàì �âû÷èñëå-
íèÿ� ëÿìáäà-ôóíêöèé ïðè ïåðâîì âàðèàíòå îáîçíà÷åíèé âûðàæå-
íèå (E1 E2) âû÷èñëèòñÿ êàê xyy, à ïðè âòîðîì � êàê uvy. Î÷å-
âèäíî, ïîëó÷èëèñü ðàçíûå îòâåòû: â ïåðâîì ñëó÷àå äàæå ÷èñëî
ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ â âûðàæåíèè ìåíüøå, ÷åì âî âòîðîì (äâå
âìåñòî òðåõ). Ïðè÷èíà � èñïîëüçîâàíèå (â ïåðâîì ñëó÷àå) îäíîãî
è òîãî æå íàáîðà ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.

Òàêèì îáðàçîì, íàì íåîáõîäèìî áîëåå ñòðîãî îïèñàòü âû÷èñ-
ëåíèÿ, ÷òîáû èçáåæàòü òàêèõ êîíôëèêòîâ â èìåíàõ ïåðåìåííûõ3.

3Î÷åâèäíî, ÷òî åäèíñòâåííîé ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ ïðîáëåìû ÿâëÿåò-
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Äëÿ ýòîãî ìîäèôèöèðóåì ïðàâèëî ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ âìå-
ñòî ïåðåìåííîé (îáîçíà÷àåìîå E[V := E′]) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
ïîäñòàíîâêà íå ïðèâîäèëà ê âîçíèêíîâåíèþ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ
ñ îäèíàêîâûìè íàçâàíèÿìè ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëèì ïîäñòàíîâêó E[V := E′] èíäóêòèâíî ïî ñòðóêòóðå
ïðîèçâîëüíîãî ëÿìáäà-âûðàæåíèÿ E:

E E[V :=E′]

V E′

V ′ (ãäå V 6= V ′) V ′

E1 E2 E1[V :=E′] E2[V :=E′]

λV.E1 λV.E1

λV ′. E1 (ãäå V 6= V ′ è
V ′ 6∈ FV (E′))

λV ′. E1[V :=E′]

λV ′. E1 (ãäå V 6= V ′ è
V ′ ∈ FV (E′))

λV ′′. E1[V
′ := V ′′][V := E′], ãäå V ′′ �

ïåðåìåííàÿ, òàêàÿ ÷òî V ′′ 6∈ FV (E′)
è V ′′ 6∈ FV (E1)

Ïðèìåð 1.5. Ðàññìîòðèì ïîäñòàíîâêó (λy. y x)[x := y]. Ïîñêîëüêó
ïåðåìåííàÿ y ñâîáîäíà â âûðàæåíèè y, çäåñü ñëåäóåò ïðèìåíèòü
ïîñëåäíåå ïðàâèëî ïîäñòàíîâêè èç òàáëèöû. Â êà÷åñòâå V ′′ âîçü-

ñÿ æåëàíèå ÷åëîâåêà èñïîëüçîâàòü â òåêñòå ïîìåíüøå ïåðåìåííûõ, òî åñòü

âåçäå ïèñàòü x, y è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì, ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá èçáåæàòü êîí-

ôëèêòîâ � äîãîâîðèòüñÿ î òîì, ÷òî â êàæäîì èñõîäíîì âûðàæåíèè åñòü ñâîé

ñîáñòâåííûé íàáîð ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ. Îäíàêî, ê ñîæàëåíèþ, ýòî ñäåëàåò

ôîðìóëû ñëèøêîì ãðîìîçäêèìè.

12



ì¼ì íîâóþ ïåðåìåííóþ z, êîòîðàÿ íå âñòðå÷àåòñÿ íè â âûðàæåíèè
x, íè â âûðàæåíèè y:

(λy. y x)[x :=y] ≡ λz. (y x)[y :=z][x :=y] ≡ λz. (z x)[x :=y] ≡ λz. z y .

Óïðàæíåíèå 1.2. Îïðåäåëèòå ðåçóëüòàòû ïîäñòàíîâîê:
(i) (λy. x (λx. x))[x :=(λy. y x)] ,
(ii) (y (λz. x z))[x :=(λy. z y)] .

Êîíâåðñèè. Â îñíîâå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ëåæàò òðè îïåðàöèè
êîíâåðñèè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïåðåõîäèòü îò îäíîãî âûðàæåíèÿ
ê äðóãîìó (ýêâèâàëåíòíîìó). Ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûïîë-
íåíèÿ êîíâåðñèé ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè (âû-
ïîëíåíèÿ ïðîãðàììû), îïèñàííîé èñõîäíûì ëÿìáäà-âûðàæåíèåì.

Êîíâåðñèè îáîçíà÷àþòñÿ ãðå÷åñêèìè áóêâàìè α, β è η (¾àëü-
ôà¿, ¾áåòà¿ è ¾ýòà¿) è îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• α-êîíâåðñèÿ: Åñëè V ′ 6∈ FV (E), òî

λV.E
α−→ λV ′. E[V := V ′] ,

• β-êîíâåðñèÿ:

(λV.E)E′
β−→ E[V := E′] ,

• η-êîíâåðñèÿ: Åñëè V 6∈ FV (E), òî

λV. (E V )
η−→ E .

Ðàññìîòðèì êîíâåðñèè áîëåå ïîäðîáíî.
Ïåðâûé âèä � α-êîíâåðñèÿ � ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì ìå-

õàíèçìîì äëÿ òîãî, ÷òîáû èçìåíÿòü èìåíà ñâÿçàííûõ ïåðåìåí-
íûõ. Ëÿìáäà-âûðàæåíèå (â äàííîì ñëó÷àå ýòî îáÿçàòåëüíî àá-
ñòðàêöèÿ), ê êîòîðîìó ïðèìåíÿåòñÿ α-êîíâåðñèÿ, íàçûâàåòñÿ α-
ðåäåêñîì (îò àíãëèéñêîãî REDucible EXpression). Ïðàâèëî α-êîí-
âåðñèè âñåãî ëèøü ãîâîðèò î òîì, ÷òî â α-ðåäåêñå ñâÿçàííûå ïåðå-
ìåííûå ìîãóò áûòü ïåðåèìåíîâàíû, åñëè ýòî íå ïðèâîäèò ê êîí-
ôëèêòó èì¼í.
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Ïðèìåðû äîïóñòèìûõ α-êîíâåðñèé:

λx. x
α−→ λy. y ,

λx. f x
α−→ λy. f y .

Ïðèìåð íåäîïóñòèìîé α-êîíâåðñèè:

λxy. x y
α
6−→ λyy. y y .

Äàííàÿ êîíâåðñèÿ íåäîïóñòèìà, ïîñêîëüêó ïîñëå âûïîëíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ (áûâøàÿ x) ñòàíîâèòñÿ ñâÿ-
çàííîé (y).

Âòîðîé âèä � β-êîíâåðñèÿ � íàèáîëåå âàæåí ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîñêîëüêó îí ñîîòâåòñòâóåò âû÷èñëåíèþ
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îò àðãóìåíòà. Â êà÷åñòâå β-ðåäåêñà ìîæåò âû-
ñòóïàòü òîëüêî êîìáèíàöèÿ. Ïðîöåäóðà β-êîíâåðñèè àíàëîãè÷íà
âûçîâó ôóíêöèè â ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ: òåëî E ôóíêöèè
λV.E �âûïîëíÿåòñÿ� â ñèòóàöèè, êîãäà �ôîðìàëüíîìó ïàðàìåòðó�
V ïðèñâîåíî çíà÷åíèå �àêòóàëüíîãî ïàðàìåòðà� E′.

Ïðèìåðû äîïóñòèìûõ β-êîíâåðñèé:

(λx. f x)E
β−→ f E ,

(λx. x x) (λy. y)
β−→ (λy. y) (λy. y)

β−→ λy. y .

Òðåòèé âèä � η-êîíâåðñèÿ � ôîðìàëèçóåò ïðàâèëî ââåäå-
íèÿ è óäàëåíèÿ ôîðìàëüíîãî ïàðàìåòðà. Êàê è â ïåðâîì ñëó-
÷àå, ðåäåêñîì äëÿ η-êîíâåðñèè ìîæåò áûòü òîëüêî àáñòðàêöèÿ
(òî åñòü îïðåäåëåíèå ôóíêöèè). Ñàìà η-êîíâåðñèÿ âûðàæàåò ñëå-
äóþùåå ñâîéñòâî (íàçûâàåìîå òàêæå ñâîéñòâîì ýêñòåíñèîíàëüíî-

ñòè): äâå ôóíêöèè èäåíòè÷íû, åñëè îíè äàþò îäèíàêîâûå ðåçóëü-
òàòû ïðè îäèíàêîâûõ çíà÷åíèÿõ âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ. Íàïðèìåð,
η-êîíâåðñèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî âûðàæåíèÿ λx. (sin x) è sin îáîçíà-
÷àþò îäíó è òó æå ôóíêöèþ.
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Ïðèìåðû äîïóñòèìûõ η-êîíâåðñèé:

λx. f x
η−→ f ,

λy. f x y
η−→ f x .

Óïðàæíåíèå 1.3. Ïîêàæèòå, ÷òî

(λf g x. f x (g x)) (λx y. x) (λx y. x) = λx. x .

Îïðåäåëåíèÿ
α−→,

β−→ è
η−→ ìîãóò áûòü îáîáùåíû:

• E1
α−→ E2, åñëè E2 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç E1 ïîñðåäñòâîì

α-êîíâåðñèè êàêîãî-òî ïîäâûðàæåíèÿ;

• E1
β−→ E2, åñëè E2 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç E1 ïîñðåäñòâîì

β-êîíâåðñèè êàêîãî-òî ïîäâûðàæåíèÿ;

• E1
η−→ E2, åñëè E2 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç E1 ïîñðåäñòâîì

η-êîíâåðñèè êàêîãî-òî ïîäâûðàæåíèÿ.

Ðàâåíñòâî ëÿìáäà-âûðàæåíèé. Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå ïðàâè-
ëà êîíâåðñèè, ìîæíî ôîðìàëüíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ðàâåíñòâà

ëÿìáäà-âûðàæåíèé. Äâà âûðàæåíèÿ ðàâíû (÷òî îáîçíà÷àåòñÿ êàê
E1 = E2), åñëè îò îäíîãî èç íèõ ìîæíî ïåðåéòè ê äðóãîìó ñ ïî-
ìîùüþ êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíâåðñèé.

Ñëåäóåò îòëè÷àòü ïîíÿòèå ðàâåíñòâà âûðàæåíèé îò ïîíÿòèÿ
ñèíòàêñè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè (ïîëíîãî ñîâïàäåíèÿ îáîçíà÷à-
þùèõ âûðàæåíèÿ ñòðîê), êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñïåöè-
àëüíûì ñèìâîëîì ≡. Íàïðèìåð, λx.x 6≡ λy.y, íî λx.x = λy.y.

Îòíîøåíèå ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì: åñëè E1 = E2,
òî è E2 = E1. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî ðàâåíñòâî äâóõ âûðà-
æåíèé ñîâñåì íå îçíà÷àåò, ÷òî ìû êàæäîå èç íèõ ìîæåì êîíâåð-
òèðîâàòü â äðóãîå: äîñòàòî÷íî íàëè÷èÿ êîíâåðñèé òîëüêî â îäíó
ñòîðîíó. Íàïðèìåð:

(λx. x x) f = f f ,

(λx. x x) f
β−→ f f, íî íå ñóùåñòâóåò f f

α,β,η−→ (λx. x x) f .
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Ðåäóêöèÿ ëÿìáäà-âûðàæåíèé. C âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðå-
íèÿ áîëåå èíòåðåñíî áóäåò ðàññìîòðåòü àñèììåòðè÷íûé âàðèàíò.

Îïðåäåëèì îòíîøåíèå ðåäóêöèè ëÿìáäà-âûðàæåíèé ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: âûðàæåíèå E1 ðåäóöèðóåìî äî âûðàæåíèÿ E2 (îáî-
çíà÷àåòñÿ E1 −→ E2), åñëè îò E1 ìîæíî ïåðåéòè ê E2 ñ ïîìîùüþ
êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíâåðñèé. Î÷åâèäíî, ÷òî

E1 −→ E2 ∨ E2 −→ E1 =⇒ E1 = E2 .

Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî òåðìèí �ðåäóêöèÿ� ïîäðàçóìåâàåò óìåíü-
øåíèå ðàçìåðà ëÿìáäà-âûðàæåíèÿ, â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòî ìîæåò
áûòü íå òàê, ÷òî ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð:

(λx. x x x) (λx. x x x) −→ (λx. x x x) (λx. x x x) (λx. x x x)
−→ (λx. x x x) (λx. x x x) (λx. x x x) (λx. x x x)
−→ . . .

Òåì íå ìåíåå îòíîøåíèå ðåäóêöèè ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìàòè-
÷åñêèì ïîïûòêàì �âû÷èñëèòü� èñõîäíîå âûðàæåíèå, ïîñëåäîâà-
òåëüíî âû÷èñëÿÿ êîìáèíàöèè f(x), ãäå f � íåêîòîðàÿ ëÿìáäà-
àáñòðàêöèÿ. Êîãäà ê âûðàæåíèþ íåâîçìîæíî ïðèìåíèòü íèêàêóþ
ðåäóêöèþ, êðîìå α-êîíâåðñèè, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòî âûðàæå-
íèå íàõîäèòñÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå.

Óïðàæíåíèå 1.4. Íàéäèòå íîðìàëüíóþ ôîðìó ëÿìáäà-âûðàæåíèé
(èëè ïîêàæèòå, ÷òî å¼ íå ñóùåñòâóåò):

(i) (λx. x x) (λx. x) ,
(ii) (λx. x x) (λx. x x) ,
(iii) (λx y. f ((λz. z x) g y))h .

Ðåäóêöèîííûå ñòðàòåãèè. Ðàññìîòðèì ëÿìáäà-âûðàæåíèå

(λx. y x)((λz. f z) g).

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îíî ðåäóöèðóåìî ê âûðàæåíèþ y (f g). Îä-
íàêî ïîëó÷èòü ýòó ðåäóêöèþ ìîæíî äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáà-
ìè ïðè ðàçëè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ β-êîíâåðñèé
(ïîä÷åðêíóòû ðåäóöèðóåìûå β-ðåäåêñû):
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1. (λx. y x)((λz. f z) g)
β−→ y ((λz. f z) g)

β−→ y (f g),

2. (λx. y x)((λz. f z) g)
β−→ (λx. y x)(f g)

β−→ y (f g).

Â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå ìû îáà ðàçà ïðèøëè ê ðåçóëüòàòó
çà äâà øàãà. Íî èíîãäà âûáîð ìåæäó ðåäóöèðóåìûìè ðåäåêñàìè
îçíà÷àåò âûáîð ìåæäó êîíå÷íîé è áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòÿìè ðåäóêöèé, òî åñòü ìåæäó çàâåðøåíèåì è çàöèêëèâàíèåì
ïðîãðàììû. Íàïðèìåð, åñëè ìû íà÷íåì ðåäóêöèþ ñ ñàìîãî âíóò-
ðåííåãî β-ðåäåêñà â ñëåäóþùåì ïðèìåðå, òî ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåäóêöèé:

(λx. y) ((λx. x x x) (λx. x x x))
−→ (λx. y) ((λx. x x x) (λx. x x x) (λx. x x x))
−→ (λx. y) ((λx. x x x) (λx. x x x) (λx. x x x) (λx. x x x))
−→ . . .

Îäíàêî åñëè ìû íà÷íåì ðåäóêöèþ ñ ñàìîãî âíåøíåãî β-ðåäåêñà,
òî ñðàçó ïîëó÷èì:

(λx. y) ((λx. x x x) (λx. x x x)) −→ y .

Îêàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ âûáîðà ðå-
äåêñà, êîòîðàÿ ãàðàíòèðóåò îòñóòñòâèå çàöèêëèâàíèé â ñëó÷àå ðå-
äóöèðóåìîñòè âûðàæåíèÿ:

Òåîðåìà 1.1. Åñëè E −→ E′, ãäå E′ íàõîäèòñÿ â íîðìàëüíîé

ôîðìå, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåäóêöèé, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ E è çà-

êëþ÷àþùàÿñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ðåäóêöèè âñåãäà âûáèðàåòñÿ ñàìûé

ëåâûé è ñàìûé âíåøíèé ðåäåêñ, ãàðàíòèðîâàííî çàâåðøèòñÿ çà

êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ è ïðèâåäåò èñõîäíîå âûðàæåíèå â íîðìàëü-

íóþ ôîðìó.

Ïîíÿòèå �ñàìîãî ëåâîãî è ñàìîãî âíåøíåãî� ðåäåêñà ìîæíî
îïðåäåëèòü èíäóêòèâíî: äëÿ âûðàæåíèÿ (λV.E1)E2 ýòî áóäåò ñà-
ìî âûðàæåíèå, äëÿ ëþáîãî äðóãîãî âûðàæåíèÿ E1E2 ýòî áóäåò
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ñàìûé ëåâûé è ñàìûé âíåøíèé ðåäåêñ â E1, è, íàêîíåö, äëÿ àá-
ñòðàêöèè λV.E ýòî áóäåò ñàìûé ëåâûé ñàìûé âíåøíèé ðåäåêñ â
E. Ôàêòè÷åñêè, â óñëîâèÿõ íàøåãî êîíêðåòíîãî ñèíòàêñèñà, âñå-
ãäà ðåäóöèðóåòñÿ ðåäåêñ, ÷åé ñèìâîë λ íàõîäèòñÿ ëåâåå âñåãî.

Òàêóþ ñòðàòåãèþ ìû áóäåì íàçûâàòü íîðìàëüíîé èëè íîðìà-

ëèçîâàííîé. Îíà âñåãäà ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó, íî íå âñåãäà ñàìûì
ýôôåêòèâíûì îáðàçîì. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

(λx. x x x) ((λy. f y) g) .

Åãî âû÷èñëåíèå ïî íîðìàëüíîé ñòðàòåãèè òðåáóåò âûïîëíåíèÿ ÷å-
òûðåõ β-êîíâåðñèé:

(λx. x x x) ((λy. f y) g)
β−→ ((λy. f y) g) ((λy. f y) g) ((λy. f y) g)

β−→ (f g) ((λy. f y) g) ((λy. f y) g)
β−→ (f g) (f g) ((λy. f y) g)
β−→ (f g) (f g) (f g) .

Íî ó äàííîãî âûðàæåíèÿ ñóùåñòâóåò è áîëåå êîðîòêàÿ ðåäóê-
öèÿ, ñîñòîÿùàÿ âñåãî èç äâóõ êîíâåðñèé:

(λx. x x x) ((λy. f y) g)
β−→ (λx. x x x) (f g)

β−→ (f g) (f g) (f g) .

Òåîðåìà ×¼ð÷à-Ðîññåðà. Ñëåäóþùàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåî-
ðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî, åñëè ìû íà÷íåì ñ îäíîãî è òîãî æå âûðàæå-
íèÿ è ïðîâåäåì äâå ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ðåäóêöèé, âñåãäà áóäóò ñóùåñòâîâàòü åù¼ äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ðåäóêöèé, êîòîðûå ïðèâåäóò íàñ ê îäíîìó è òîìó æå âûðàæåíèþ
(õîòÿ îíî ìîæåò è íå íàõîäèòüñÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå).

Òåîðåìà 1.2. (×¼ð÷, Ðîññåð) Åñëè E −→ E1 è E −→ E2, òî

ñóùåñòâóåò E′ òàêîå, ÷òî E1 −→ E′ è E2 −→ E′.

Ýòà òåîðåìà èìååò íåñêîëüêî âàæíûõ ñëåäñòâèé.
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Ñëåäñòâèå 1.1. Åñëè E1 = E2, òî ñóùåñòâóåò E′ òàêîå, ÷òî
E1 −→ E′ è E2 −→ E′.

Ñëåäñòâèå 1.2. Åñëè E = E1 è E = E2, ãäå E1 è E2 íàõîäÿòñÿ

â íîðìàëüíîé ôîðìå, òî E1 ≡α E2, ò. å. E1 è E2 ñèíòàêñè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåèìåíîâàíèÿ ïåðåìåííûõ.

Ñëåäîâàòåëüíî, íîðìàëüíàÿ ôîðìà, åñëè îíà ñóùåñòâóåò, åäèí-
ñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî α-êîíâåðñèè.

Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Íîð-
ìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå �óíèâåðñàëüíîé�,
ïîñêîëüêó îíà âñåãäà ïðèâåäåò ê ðåçóëüòàòó, åñëè îí äîñòèæèì
ñ ïîìîùüþ õîòü êàêîé-ëèáî ñòðàòåãèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþ-
áàÿ çàâåðøàþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåäóêöèé âñåãäà ïðèâî-
äèò ê îäíîìó è òîìó æå ðåçóëüòàòó. Áîëåå òîãî, íèêîãäà íå ïîçäíî
ïðåêðàòèòü âûïîëíÿòü ðåäóêöèè ïî çàäàííîé ñòðàòåãèè è âåð-
íóòüñÿ ê íîðìàëüíîé ñòðàòåãèè.

Îòëîæåííûå âû÷èñëåíèÿ. Ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íîð-
ìàëüíûé ïîðÿäîê ðåäóêöèè âûðàæåíèé íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëåí,
ïîñêîëüêó, åñëè êàêàÿ ëèáî ñòðàòåãèÿ çàâåðøàåòñÿ, òî çàâåðøèò-
ñÿ è îíà. Òàêàÿ ñòðàòåãèÿ èçâåñòíà êàê âûçîâ ïî èìåíè. Ñ ïðàê-
òè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, êàê ìû âèäåëè, òàêàÿ ñòðàòåãèÿ èìååò
ñóùåñòâåííûå íåäîñòàòêè.

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

(λx. x+ x+ x)(10 + 5).

Íîðìàëüíàÿ ðåäóêöèÿ ïðèâîäèò åãî ê ñëåäóþùåìó âèäó:

(10 + 5) + (10 + 5) + (10 + 5).

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî òðèæäû âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå îäíîãî
è òîãî æå âûðàæåíèÿ. Íà ïðàêòèêå ýòî íåäîïóñòèìî. Ñóùåñòâóþò
äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû.
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Ïðè ïåðâîì ïîäõîäå îòêàçûâàþòñÿ îò íîðìàëüíîé ñòðàòåãèè
è âû÷èñëÿþò àðãóìåíòû ôóíêöèé äî òîãî, êàê ïåðåäàòü èõ çíà÷å-
íèÿ â ôóíêöèþ. Òàêîé ïîäõîä íàçûâàþò ïåðåäà÷åé ïî çíà÷åíèþ.
Ïðè ýòîì âû÷èñëåíèå íåêîòîðûõ âûðàæåíèé, çàâåðøàþùååñÿ ïðè
íîðìàëüíîé ñòðàòåãèè, ìîæåò ïðèâåñòè ê áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ðåäóêöèé. Îäíàêî òàêàÿ ñòðàòåãèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü
ýôôåêòèâíûé ìàøèííûé êîä.

Ïðè äðóãîì ïîäõîäå, èñïîëüçóþùåìñÿ â ñîâðåìåííûõ êîìïè-
ëÿòîðàõ ÿçûêîâ ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íîðìàëü-
íàÿ ñòðàòåãèÿ ðåäóêöèé ñîõðàíÿåòñÿ. Îäíàêî ðàçëè÷íûå âîçíè-
êàþùèå ïîäâûðàæåíèÿ ðàçäåëÿþòñÿ è íèêîãäà íå âû÷èñëÿþòñÿ
áîëåå îäíîãî ðàçà. Òàêîé ñïîñîá âûçîâà íàçûâàåòñÿ ëåíèâûì èëè
âûçîâîì ïî íåîáõîäèìîñòè, ïîñêîëüêó âûðàæåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ
òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ çíà÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíî íåîáõîäèìû äëÿ
ðàáîòû ïðîãðàììû. Ïðè ýòîì îïòèìèçèðóþùèå êîìïèëÿòîðû ñà-
ìè âûÿâëÿþò ìåñòà ïðîãðàììû, â êîòîðûõ ìîæíî îáîéòèñü áåç
îòëîæåííûõ âû÷èñëåíèé.

1.3. Êîìáèíàòîðû

Òåîðèÿ êîìáèíàòîðîâ áûëà ðàçðàáîòàíà Ø¼íôèíêåëåì åù¼ äî
ñîçäàíèÿ ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ, îäíàêî äëÿ óäîáñòâà ìû áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü åå â òåðìèíàõ ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ.

Êîìáèíàòîðîì áóäåì íàçûâàòü ëÿìáäà-òåðì, íå ñîäåðæàùèé
ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ. Òàêîé òåðì ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì, òî åñòü
èìåþùèì ôèêñèðîâàííûé ñìûñë íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ ëþáûõ
èñïîëüçóåìûõ ïåðåìåííûõ.

Â òåîðèè êîìáèíàòîðîâ óñòàíîâëåíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ íåñêîëü-
êèõ áàçîâûõ êîìáèíàòîðîâ è ïåðåìåííûõ ìîæíî âûðàçèòü ëþáîé
òåðì áåç ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè ëÿìáäà-àáñòðàêöèè. Â ÷àñòíîñòè,
çàìêíóòûé òåðì ìîæíî âûðàçèòü òîëüêî ÷åðåç ýòè áàçîâûå êîì-
áèíàòîðû. Îïðåäåëèì èõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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I = λx. x
K = λxy. x
S = λfgx. f x (g x)

Êîìáèíàòîð I (�êîìáèíàòîð òîæäåñòâà�) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
èäåíòè÷íîñòè, âîçâðàùàþùåé ñâîé àðãóìåíò.

Êîìáèíàòîð K (òàêæå íàçûâàåìûé �êàíöåëÿòîð�) ñëóæèò äëÿ
ñîçäàíèÿ ïîñòîÿííûõ (êîíñòàíòíûõ) ôóíêöèé: ïðèìåíèâ åãî ê àð-
ãóìåíòó a, ïîëó÷èì ôóíêöèþ λx.a, êîòîðàÿ âîçâðàùàåò a íåçàâè-
ñèìî îò ïåðåäàííîãî åé àðãóìåíòà.

Êîìáèíàòîð S (òàêæå íàçûâàåìûé �êîííåêòîð�) ÿâëÿåòñÿ �ðàç-
äåëÿþùèì�: îí èñïîëüçóåò äâå ôóíêöèè è àðãóìåíò è �ðàçäåëÿåò�
àðãóìåíò ìåæäó ôóíêöèÿìè.

Ïîìèìî ïåðå÷èñëåííûõ áàçîâûõ êîìáèàòîðîâ, â ðàáîòàõ ñî-
çäàòåëåé êîìáèíàòîðíîé ëîãèêè Ìîèñåÿ Ø¼íôèíêåëÿ è Õàñêåëëà
Êàððè áûëè ââåäåíû è äðóãèå óäîáíûå êîìáèíàòîðû, â ÷àñòíîñòè,
�êîìïîçèòîð� B, �ïåðìóòàòîð� C è �äóáëèêàòîð� W . Îäíàêî âñå
îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç áàçîâûå:

Òåîðåìà 1.3. Äëÿ ëþáîãî ëÿìáäà-òåðìà t ñóùåñòâóåò òåðì t′,
íå ñîäåðæàùèé ëÿìáäà-àáñòðàêöèé è ñîñòàâëåííûé èç êîìáèíà-

òîðîâ S,K, I è ïåðåìåííûõ, òàêîé, ÷òî FV (t′) = FV (t) è t′ = t.

Ýòó òåîðåìó ìîæíî óñèëèòü, ïîñêîëüêó êîìáèíàòîð I ìîæåò
áûòü âûðàæåí â òåðìèíàõ S è K. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî A
âûïîëíÿåòñÿ:

S K A x = K x (A x)
= (λy. x) (A x)
= x .

Ïðèìåíÿÿ η-êîíâåðñèþ, ïîëó÷àåì, ÷òî I = S K A äëÿ ëþáîãî
A. Áóäåì èñïîëüçîâàòü A = K. Òàêèì îáðàçîì, I = S K K è
ïîýòîìó I ìîæíî èñêëþ÷èòü èçî âñåõ âûðàæåíèé, ñîñòàâëåííûõ
èç êîìáèíàòîðîâ.
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Ìû ïðåäñòàâèëè êîìáèíàòîðû êàê íåêîòîðûå ëÿìáäà-òåðìû,
îäíàêî èìååòñÿ òåîðèÿ, â êîòîðîé îíè ÿâëÿþòñÿ áàçîâûì ïîíÿòè-
åì. Òàê æå, êàê è â ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìàëü-
íûé ñèíòàêñèñ, êîòîðûé âìåñòî ëÿìáäà-àáñòðàêöèé ñîäåðæèò êîì-
áèíàòîðû. Âìåñòî ïðàâèë α, β è η-êîíâåðñèè ââîäÿòñÿ ïðàâèëà
êîíâåðñèè äëÿ âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõ êîìáèíàòîðû, íàïðèìåð
Kxy → x. Êàê íåçàâèñèìàÿ òåîðèÿ, òåîðèÿ êîìáèíàòîðîâ îáëàäà-
åò ìíîãèìè àíàëîãèÿìè ñ ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèåì, â ÷àñòíîñòè äëÿ
íåå âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà ×åð÷à-Ðîññåðà. Îäíàêî ýòà òåîðèÿ ìå-
íåå èíòóèòèâíî ïîíÿòíà.

Êîìáèíàòîðû ïðåäñòàâëÿþò íå òîëüêî òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ.
Ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðîñòîé ôóíêöè-
îíàëüíûé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñîñòàâëÿþùèé ÿäðî ðåàëüíûõ
ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òàêèõ êàê ML èëè Haskell. Òåîðåìà
1.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ìîæåò áûòü �ñêîìïèëèðî-
âàíî� â �ìàøèííûé êîä� êîìáèíàòîðîâ. Êîìáèíàòîðû èñïîëüçó-
þòñÿ êàê ìåòîä ðåàëèçàöèè ôóíêöèîíàëüíûõ ÿçûêîâ íà óðîâíå
ïðîãðàììíîãî, à òàêæå àïïàðàòíîãî îáåñïå÷åíèÿ.
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2. ßçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ

ßçûê ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòü-
ñÿ î÷åíü ïðèìèòèâíûì. Íî íà ñàìîì äåëå ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî
çàêîäèðîâàòü ïðàêòè÷åñêè ëþáûå êîíñòðóêöèè, íåîáõîäèìûå äëÿ
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå äîñòàòî÷íî âûðàçèòåëüíî äëÿ êîäèðîâà-
íèÿ áóëåâûõ çíà÷åíèé, óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è
ñïèñêîâ, òî åñòü âñåõ îñíîâíûõ ñòðóêòóð äàííûõ, êîòîðûå ìîãóò
âîçíèêíóòü â ïðîãðàììå. Ñïîñîáû êîäèðîâàíèÿ ìîãóò ïîêàçàòüñÿ
íå ñîâñåì åñòåñòâåííûìè, è îíè, êîíå÷íî, íå ÿâëÿþòñÿ âû÷èñëè-
òåëüíî ýôôåêòèâíûìè. Â ýòîì îíè íàïîìèíàþò ìàøèííûå êîäû
è ïðîãðàììû äëÿ ìàøèíû Òüþðèíãà. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ïðî-
ãðàìì ìàøèíû Òüþðèíãà, ëÿìáäà-ïðîãðàììû ñàìè ïî ñåáå ïðåä-
ñòàâëÿþò ìàòåìàòè÷åñêèé èíòåðåñ è èññëåäîâàòåëè ñíîâà è ñíî-
âà âîçâðàùàþòñÿ ê íèì â ñâîèõ òåîðåòè÷åñêèõ èçûñêàíèÿõ. Ìíî-
ãèå èç ðàññìàòðèâàåìûõ ñïîñîáîâ êîäèðîâàíèÿ âîïëîùàþò èäåþ î
òîì, ÷òî âõîäíûå äàííûå ïðîãðàììû (ôóíêöèè) ìîãóò ñîäåðæàòü
(÷àñòè÷íî èëè ïîëíîñòüþ) ñàìó å¼ ñòðóêòóðó óïðàâëåíèÿ.

2.1. Ëîãèêà

Íàøà öåëü � çàêîäèðîâàòü îáúåêòû è ñòðóêòóðû òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû îíè îòâå÷àëè òðåáóåìûì ñâîéñòâàì. Íàïðèìåð, ëÿìáäà-
êîäû ëîãè÷åñêèõ çíà÷åíèé true è false (îáîçíà÷àåìûå true è false
ñîîòâåòñòâåííî), à òàêæå êîä ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè îòðèöàíèÿ ¬
(îáîçíà÷àåìûé not) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì äâóì òðå-
áîâàíèÿì:

not true = false,
not false = true.

Êîäèðóþùåå êîíúþíêöèþ ∧ ëÿìáäà-âûðàæåíèå and äîëæíî óäî-
âëåòâîðÿòü òðåáîâàíèÿì:

23



and true true = true,
and true false = false,
and false true = false,
and false false = false.

Â ñâîþ î÷åðåäü, êîäèðóþùåå äèçúþíêöèþ ∨ ëÿìáäà-âûðàæåíèå
or äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü òðåáîâàíèÿì:

or true true = true,
or true false = true,
or false true = true,
or false false = false.

Îñòàëîñü íàéòè ïîäõîäÿùèå ëÿìáäà-âûðàæåíèÿ. Íà ñàìîì äåëå
òàêèõ âûðàæåíèé ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî, íî òðàäèöèîííî
èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå:

LET true = λxy. x
LET false = λxy. y

LET not = λt. t false true

Èñïîëüçîâàííûé çäåñü îïåðàòîð LET A E îáîçíà÷àåò ïðèâÿçêó
èìåíè A ëÿìáäà-âûðàæåíèþ E. Äàëåå âìåñòî ñàìîãî âûðàæåíèÿ
ìû ìîæåì ïèñàòü åãî èìÿ (êàê óæå ñäåëàëè â ñëó÷àå îáúÿâëåíèÿ
âûðàæåíèÿ not).

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ââåä¼ííûå íàìè êîíñòðóêöèè óäî-
âëåòâîðÿþò òðåáóåìûì ñâîéñòâàì. Äåéñòâèòåëüíî, ñâîéñòâî îòðè-
öàíèÿ not false = true ëåãêî âûâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ êîíâåðñèé:

not true = (λt. t false true) true (ïî îïðåäåëåíèþ not)
= true false true (β-êîíâåðñèÿ)
= (λxy. x) false true (ïî îïðåäåëåíèþ true)
= (λy. false) true (β-êîíâåðñèÿ)
= false (β-êîíâåðñèÿ)
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Óïðàæíåíèå 2.1. Ïîêàæèòå, ÷òî not false = true.

Ïîõîæèì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ êîíúþíêöèÿ è äèçúþíêöèÿ:

LET and = λxy. x y false
LET or = λxy. x true y

Ïðîâåðèì ñâîéñòâî and true false = false:

and true false = (λxy. x y false) true false (ïî îïð. and)
= (λy. true y false) false (β-êîíâåðñèÿ)
= true false false (β-êîíâåðñèÿ)
= (λxy. x) false false (ïî îïð. true)
= (λy. false) false (β-êîíâåðñèÿ)
= false (β-êîíâåðñèÿ)

Óïðàæíåíèå 2.2. Ïðîâåðüòå îñòàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàöèé êîíú-
þíêöèè è äèçúþíêöèè.

Ïðè ïîìîùè ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ìû ìîæåì ðåàëèçîâàòü äàæå
âåòâëåíèå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ îò òðåõ àðãóìåíòîâ ifthenelse,
îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèìè äâóìÿ ñâîéñòâàìè:

ifthenelse true E1 E2 = E1,
ifthenelse false E1 E2 = E2.

Òàêèì îáðàçîì, ýòà ôóíêöèÿ � îïåðàòîð âåòâëåíèÿ, êîòîðûé îñó-
ùåñòâëÿåò ïåðåõîä ïî âåòêå E1 â ñëó÷àå èñòèííîñòè çàäàííîãî
â ïåðâîì àðãóìåíòå óñëîâèÿ è ïî âåòêå E2 � â ñëó÷àå åãî ëîæ-
íîñòè. Îïðåäåëåííûå íàìè êîíñòðóêöèè âûðàæåíèé true è false
(ôóíêöèè îò äâóõ àðãóìåíòîâ, âîçâðàùàþùèå ñâîé ïåðâûé è âòî-
ðîé àðãóìåíòû ñîîòâåòñòâåííî) ïîçâîëÿþò ïîòðîèòü î÷åíü ïðî-
ñòîå ëÿìáäà-âûðàæåíèå äëÿ âåòâëåíèÿ:

LET ifthenelse = λxyz. x y z
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Óïðàæíåíèå 2.3. Ïðîâåðüòå ñâîéñòâà îïåðàòîðà âåòâëåíèÿ.

2.2. Ïàðû

Ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü óïîðÿäî÷åííûå ïàðû ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

LET (E1, E2) = λf.f E1 E2

Ââåä¼ì êîíêðåòíîå îáîçíà÷åíèå:

LET pair = λxyf.f x y

Ñ òî÷ê çðåíèÿ ñèíòàêñèñà ñêîáêè íå ÿâëÿþòñÿ îáÿçàòåëüíû-
ìè, íî ìû ÷àñòî èñïîëüçóåì èõ äëÿ óïðîùåíèÿ ïîíèìàíèÿ èëè
äëÿ ïðèíóäèòåëüíîé ãðóïïèðîâêè. Ôàêòè÷åñêè ìû ïðîñòî ðàñ-
ñìàòðèâàåì çàïÿòóþ êàê èíôèêñíûé îïåðàòîð íàïîäîáèå +. Ó÷è-
òûâàÿ ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùèå äåñòðóê-
òîðû äëÿ ïàð ìîæíî îïðåäåëèòü êàê:

LET fst p = p true
LET snd p = p false

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî âñ¼ ðàáîòàåò êàê íàäî:

fst (p, q) = (p, q) true
= (λf. f p q) true
= true p q
= (λxy. x) p q
= p
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è, ñîîòâåòñòâåííî,

snd (p, q) = (p, q) false
= (λf. f p q) false
= false p q
= (λxy. y) p q
= q .

Ìû ìîæåì ïîñòðîèòü òðîéêè, ÷åòâåðêè, ïÿò¼ðêè, äåéñòâèòåëü-
íî ïðîèçâîëüíûå n-êîðòåæè, ïðîñòî èòåðèðóÿ ýòó êîíñòðóêöèþ
�ñïàðèâàíèÿ�:

(E1, E2, . . . , En) = (E1, (E2, . . . , (En−1, En) . . .)) .

Äîñòàòî÷íî ïðîñòî ñêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð èíôèêñíîé çàïÿòîé
ÿâëÿåòñÿ ïðàâî-àññîöèàòèâíûì, è âñ¼ ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì áåç
êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ñîãëàøåíèé. Íàïðèìåð:

snd (p, q, r, s) = (p, (q, (r, s)))
= λf. f p (q, (r, s))
= λf. f p (λf. f q (r, s))
= λf. f p (λf. f q (λf. f r s))
= λf. f p (λg. g q (λh. h r s)) ,

ãäå â ïîñëåäíåé ñòðîêå ìû ðàäè áîëüøåé ïîíÿòíîñòè âûïîëíèëè
àëüôà-êîíâåðñèþ. Õîòÿ êîðòåæè ñòðîÿòñÿ â �ïëîñêîé� ìàíåðå, èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ïîâòîðÿþùèõñÿ îáúåäèíåíèé ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî
ëåãêî ñîçäàâàòü ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íî-âåòâÿùèåñÿ äðåâîâèäíûå
ñòðóêòóðû. Íàêîíåö, åñëè êòî-òî ïðåäïî÷èòàåò îáû÷íûå ôóíê-
öèè íàä äåêàðòîâûìè ïðîèçâåäåíèÿìè íàøèì �êàððèðîâàííûì�
ôóíêöèÿì, òî îäíî â äðóãîå ìîæíî ëåãêî ïðåîáðàçîâàòü, èñïîëü-
çóÿ ñëåäóþùèå îïåðàòîðû:

LET CURRY f = λxy. f(x, y)
LET UNCURRY g = λp. g (fst p) (snd p)
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Ýòè ñïåöèàëüíûå îïåðàöèè äëÿ ïàð ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà ïðî-
èçâîëüíûå n-êîðòåæè. Íàïðèìåð, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ñåëåê-
òîðíóþ ôóíêöèþ äëÿ ïîëó÷åíèÿ i-é êîìïîíåíòû ïëîñêîãî êîðòå-
æà p. Îáîçíà÷èì ýòó îïåðàöèþ êàê (p)i è îïðåäåëèì (p)1 = fst p
è (p)i = fst (sndi−1p) äëÿ îñòàëüíûõ i. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìû
ìîæåì îáîáùèòü CURRY è UNCURRY :

LET CURRYn f = λx1 · · · xn. f(x1, . . . , xn)
LET UNCURRYn g = λp. g (p)1 · · · (p)n

Òåïåðü ìû ìîæåì ââåñòè îáîçíà÷åíèå λ(x1, . . . , xn).t äëÿ âûðà-
æåíèÿ UNCURRYn(λx1 · · ·xn.t), ÷òî äàåò íàì åñòåñòâåííûé ñïî-
ñîá çàïèñè ôóíêöèé îò äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé.

2.3. ×èñëà

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ëÿìáäà-âûðàæåíèÿ, îïèñûâàþùèå âñå öå-
ëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, à òàêæå íàáîð ïðèìèòèâíûõ àðèô-
ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé (ñëåäîâàíèÿ suc, ïðåäøåñòâîâàíèÿ pre è
ñëîæåíèÿ add). Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
òðåáîâàíèÿì:

suc n = n + 1,

pre n = n− 1,

add m n = m + n.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë ïðè ïîìîùè ëÿìáäà-âûðàæåíèé. Ñëåäóþùèé ñ÷èòàåòñÿ êëàñ-
ñè÷åñêèì è ïðèíàäëåæèò Àëîíçî ×¼ð÷ó (�÷èñëà ×¼ð÷à�, �íóìåðà-
ëû ×¼ð÷à�):
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LET 0 = λfx. x
LET 1 = λfx. f x

LET 2 = λfx. f (f x)
...

LET n = λfx. fn x
...

Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè suc è add îïðåäåëÿþòñÿ êàê:

LET suc = λnfx. n f (f x)
LET add = λmnfx. m f (n f x)

Ïðîùå âñåãî ïîíÿòü ýòè îïðåäåëåíèÿ, åñëè ïðåäñòàâëÿòü àðèô-
ìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ êàê îïåðàöèè íàä óíàðíûì ïðåäñòàâëåíèåì
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (ãäå â êà÷åñòâå êîëè÷åñòâà åäèíèö áåðåòñÿ êî-
ëè÷åñòâî �âûçîâîâ� ôóíêöèè ñïðàâà îò òî÷êè â ñîîòâåòñòâóþùåì
ëÿìáäà-âûðàæåíèè).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ñëåäîâàíèÿ:

suc 2 = (λnfx. n f (f x)) (λgy. g (g y))
= λfx. (λgy. g (g y)) f (f x)
= λfx. (λy. f (f y)) (f x)
= λfx. f (f (f x))
= 3 .

Óïðàæíåíèå 2.4. Ïîêàæèòå, ÷òî add 3 2 = 5.

Óïðàæíåíèå 2.5. Ïîêàæèòå, ÷òî add m n = m + n.

Óïðàæíåíèå 2.6. Ïîêàæèòå, ÷òî λmn.m suc n òàêæå îñóùåñòâ-
ëÿåò ñëîæåíèå ÷èñåë ×¼ð÷à.

Âûðàçèòü ôóíêöèþ ïðåäøåñòâîâàíèÿ pre îêàçûâàåòñÿ ãîðàç-
äî òðóäíåå. Ýòó çàäà÷ó ðåøèë Êëèíè â 1935 ãîäó:
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LET pre = λnfx. n (λgh. h (g f)) (λu. x) (λw. w)

Óïðàæíåíèå 2.7. Ïîêàæèòå, ÷òî pre 2 = 1.

Îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ìîæíî ââåñòè íåñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè
ñïîñîáàìè, íàïðèìåð:

LET mul1 = λmn. m (add n) 0
LET mul2 = λmnf. m (n f)

Ïåðâûé ñïîñîá ñîîòâåòñòâóåò m-êðàòíîìó ïðèáàâëåíèþ ÷èñëà n
ê íóëþ. Âòîðîé ñïîñîá íåñêîëüêî ìåíåå î÷åâèäåí.

Óïðàæíåíèå 2.8. Ïîêàæèòå, ÷òî mul1 2 2 = mul2 2 2 = 4.

Îïåðàöèÿ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü âûãëÿäèò íåñëîæíî:

LET expt = λmnfx. n m f x

Óïðàæíåíèå 2.9. Ïðîâåðüòå ïðàâèëüíîñòü ðàáîòû expt íà íåñêîëü-
êèõ ïðèìåðàõ.

Îïðåäåëèì òàêæå ïðåäèêàò iszero ïðîâåðêè ÷èñëà íà 0, êîòî-
ðûé ñîåäèíèò ïîñòðîåííûå íàìè ëîãèêó è àðèôìåòèêó:

LET iszero = λn. n (λx. false) true

Óïðàæíåíèå 2.10. Ïîêàæèòå, ÷òî:
(i) iszero 0 = true ,
(ii) iszero 5 = false .
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È, íàêîíåö, ïîñëåäíèì ïðèìåðîì â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ðåà-
ëèçàöèÿ çíàìåíèòîé ôóíêöèè Àêêåðìàíà:

LET ack = λm. m (λfn. n f (f 1)) suc

×òîá óáåäèòüñÿ â êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ, íàì íóæíî äî-
êàçàòü ñëåäóþùèå ðåêóðñèâíûå ñîîòíîøåíèÿ (êëàññè÷åñêîå îïðå-
äåëåíèå ôóíêöèè Àêêåðìàíà):

ack 0 n = n + 1,
ack (m + 1) 0 = ack m 1,

ack (m + 1) (n + 1) = ack m (ack (m + 1) n).

Ïðîâåðèì ïåðâîå ñîîòíîøåíèå:

ack 0 n = 0 (λfn. n f (f 1)) suc n
= suc n
= n + 1 .

Äëÿ îñòàâøèõñÿ äâóõ ñîîòíîøåíèé çàìåòèì, ÷òî:

ack (m + 1) n = (m + 1) (λfn. n f (f 1)) suc n
= (λfn. n f (f 1)) (m (λfn. n f (f 1)) suc) n
= (λfn. n f (f 1)) (ack m) n
= n (ack m) (ack m 1) .

Òåïåðü ïðîâåðèì

ack (m + 1) 0 = 0 (ack m) (ack m 1)
= ack m 1

è

ack (m + 1) (n + 1) = (n + 1) (ack m) (ack m 1)
= ack m (n (ack m) (ack m 1))
= ack m (ack (m + 1) n) .
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Êëþ÷îì ê ïðèâåä¼ííûì âûøå âû÷èñëåíèÿì ÿâëÿåòñÿ èòåðà-
öèÿ ôóíêöèè ack m.

Òàêèì îáðàçîì, ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî óäîá-
íî êîäèðîâàòü äàæå àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè, íå ÿâëÿþùèåñÿ
ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíûìè.

Óïðàæíåíèå 2.11. Îïðåäåëèòå, êàêóþ àðèôìåòè÷åñêóþ îïåðàöèþ
íàä ÷èñëàìè ×¼ð÷à ïðîèçâîäèò ôóíêöèÿ λnfx. f (n f x).

Óïðàæíåíèå 2.12. Îïðåäåëèòå, êàêóþ àðèôìåòè÷åñêóþ îïåðàöèþ
íàä ÷èñëàìè ×¼ð÷à ïðîèçâîäèò ôóíêöèÿ λmn. n m.

2.4. Ñïèñêè

×èñëà ×¼ð÷à ìîãóò áûòü îáîáùåíû äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñïèñ-
êîâ. Ñïèñîê [x1, x2, . . . , xn] â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî áûëî áû ïðåä-
ñòàâèòü êàê ôóíêöèþ îò f è y ñ òåëîì fx1(fx2 . . . (fxny) . . .). Òà-
êèå ñïèñêè ñîäåðæàëè áû ñîáñòâåííóþ ñòðóêòóðó óïðàâëåíèÿ.

Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû ïðåäñòàâèì ñïèñêè ÷åðåç îïåðàöèþ
îáðàçîâàíèÿ ïàð. Ýòîò ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ ëåã÷å ïîíÿòü, ïîòîìó
÷òî îí áëèæå ê ïðèêëàäíûì ðåàëèçàöèÿì. Ñïèñîê [x1, x2, . . . , xn]
áóäåò ïðåäñòàâëåí êàê x1 :: x2 :: . . . :: xn :: nil. ×òîáû îïå-
ðàöèè áûëè ìàêñèìàëüíî ïðîñòûìè, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äâà
óðîâíÿ ïàð. Êàæäàÿ �ÿ÷åéêà ñïèñêà� x :: y áóäåò êîäèðîâàòüñÿ
êàê (false, (x, y)), ãäå false ÿâëÿåòñÿ îòëè÷èòåëüíûì ïîëåì (òå-
ãîì). Ïî ïðàâèëàì, nil òîæå ñëåäîâàëî áû ïðåäñòàâèòü ïàðîé, â
êîòîðîé ïåðâûé êîìïîíåíò áûë áû ðàâåí true, íî ðàáîòàåò è áîëåå
ïðîñòîå îïðåäåëåíèå.

Èòàê, âîò íàøå êîäèðîâàíèå ñïèñêîâ:
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LET nil = λz. z
LET cons = λxy. pair false (pair xy)

LET null = fst
LET hd = λz. fst (snd z)
LET tl = λz. snd (snd z)

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ëåãêî ïðîâåðèòü; îíè âûïîëíÿþòñÿ äëÿ
ëþáûõ âûðàæåíèé M è N :

null nil = true ,
null (cons M N) = false ,
hd (cons M N) = M ,
tl (cons M N) = N .

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî null nil = true âûøëî äåéñòâèòåëüíî
ñëó÷àéíî, â òî âðåìÿ êàê äðóãèå ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâè-
åì èñïîëüçîâàíèÿ íàøèõ îïåðàöèé íàä ïàðàìè.

Òàêæå çàìåòüòå, ÷òî êëþ÷åâûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñîîòíîøå-
íèÿ hd (cons M N) = M è tl (cons M N) = N âûïîëíÿþòñÿ
äëÿ ëþáûõ M è N , â òîì ÷èñëå äàæå äëÿ òàêèõ âûðàæåíèé, êî-
òîðûå íå èìåþò íîðìàëüíûõ ôîðì! Òàêèì îáðàçîì, pair è cons
� �ëåíèâûå� îïåðàòîðû, òî åñòü îíè íå âû÷èñëÿþò ñâîè àðãóìåí-
òû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå ââåäåíèÿ ðåêóðñèâíûõ îïðåäåëåíèé ìû
ñìîæåì ñ èõ ïîìîùüþ ðàáîòàòü äàæå ñ áåñêîíå÷íûìè ñïèñêàìè.

Óïðàæíåíèå 2.13. Èçìåíèòå êîäèðîâêó ñïèñêîâ, ÷òîáû ïîëó÷èòü
êîäèðîâêó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Óïðàæíåíèå 2.14. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå àëüòåðíàòèâíîå îïðå-
äåëåíèå ñïèñêîâ, ïðåäëîæåííîå Ìàýðñîíîì:
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nil = λcn. n
cons = λxlcn. c x (l c n)
head = λl. l (λxy. x) nil

tail = λl. snd (l (λxp. (cons x (fst p), fst p)) (nil, nil))
append = λl1l2. l1 cons l2
applists = λL. L append nil

map = λfl. l (λx. cons (f x)) nil
length = λl. l (λx. suc) 0

tack = λxl. l cons (cons x nil)
reverse = λl. l tack nil

filter = λlp. l (λx. (p x) (cons x) (λy. y))nil .

Ïî÷åìó Ìàýðñîí íàçûâàåò èõ �ñïèñêàìè ×¼ð÷à�? ×òî äåëàþò
âñå ýòè ôóíêöèè?

2.5. Ðåêóðñèâíûå âûçîâû

Óæå ïîñòðîåííûå íàìè ñòðóêòóðû îïèñûâàþò âñ¼ æå äîñòà-
òî÷íî ïðîñòîé íàáîð ôóíêöèé. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîöåííîãî ÿçû-
êà ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ýêâèâàëåíòíîãî âñåìó êëàññó ÷àñòè÷íî-ðå-
êóðñèâíûõ ôóíêöèé, íàì íåîáõîäèìî íàó÷èòüñÿ îïèñûâàòü ðåêóð-
ñèþ. Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî â ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè íåò
ñïîñîáà ñäåëàòü ýòî. Äåéñòâèòåëüíî, âàæíîé ÷àñòüþ ðåêóðñèâíî-
ãî îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èìåíîâàíèå ôóíêöèè, èíà÷å êàê ìû îá-
ðàòèìñÿ ê íåé â ïðàâîé ÷àñòè îïðåäåëåíèÿ? Îäíàêî â äåéñòâè-
òåëüíîñòè ìû ñìîæåì îáîéòèñü áåç ýòîãî, õîòÿ, êàê è â ñëó÷àå
ñ ôóíêöèåé ïðåäøåñòâîâàíèÿ, ýòîò ôàêò äàëåêî íå î÷åâèäåí.

Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå â ëÿìáäà-èñ÷èñ-
ëåíèè òàê íàçûâàåìûõ îïåðàòîðîâ íåïîäâèæíîé òî÷êè. Çàìêíó-
òîå1 ëÿìáäà-âûðàæåíèå Fix íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì íåïîäâèæ-

íîé òî÷êè2 (�xed-point operator), åñëè äëÿ ëþáîãî ëÿìáäà-âûðà-

1Òî åñòü íå ñîäåðæàùåå ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.
2Òàêæå èñïîëüçóþò òåðìèí êîìáèíàòîð íåïîäâèæíîé òî÷êè.
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æåíèÿ E âûïîëíÿåòñÿ:

Fix E = E (Fix E)

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð íåïîäâèæíîé òî÷êè ïî çàäàííîé ôóíê-
öèè f (ëÿìáäà-âûðàæåíèþ E â íàøåì ñëó÷àå) âîçâðàùàåò íåïî-
äâèæíóþ òî÷êó ýòîé ôóíêöèè, òî åñòü òàêîå x (ëÿìáäà-âûðàæåíèå
Fix E), ïðè êîòîðîì f(x) = x.

Îñòàëîñü ïðèäóìàòü òàêîå âûðàæåíèå Fix. Èçâåñòíî, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî îïåðàòîðîâ íåïîäâèæíîé òî÷êè. Ïåð-
âûé èç íèõ, íàéäåííûé Êàððè, îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ êàê Y è îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

LET Y = λf. (λx. f (x x)) (λx. f (x x))

×àñòî åãî íàçûâàþò �ïàðàäîêñàëüíûì êîìáèíàòîðîì�.

Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ó ëþáîãî âûðàæåíèÿ ñóùåñòâóåò íåïî-
äâèæíàÿ òî÷êà, à Y äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì íåïî-
äâèæíîé òî÷êè:

Y E = (λf. (λx. f (x x)) (λx. f (x x))) E (îïðåäåëåíèå Y)
= (λx. E (x x)) (λx. E (x x)) (β-êîíâåðñèÿ)
= E ((λx. E (x x)) (λx. E (x x))) (β-êîíâåðñèÿ)
= E (Y E) (ñì. âòîðîé øàã)

Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèòåëüíî

Y E = E (Y E) .

Õîòÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âñå âûêëàäêè â ïðîâåð-
êå îïåðàòîðà Y âåðíû, ñ âû÷èñëèòåëüíîé ñòîðîíû òàêîå îïðåäåëå-
íèå âûçûâàåò òðóäíîñòè, ïîñêîëüêó èñïîëüçóåò ëÿìáäà-ðàâåíñòâî,
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à íå òîëüêî ëÿìáäà-ðåäóêöèè (íà ïîñëåäíåì øàãå ìû èñïîëüçîâà-
ëè îáðàòíóþ β-êîíâåðñèþ). Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìîæíî ïðåäïî÷åñòü
ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà íåïîäâèæíîé òî÷êè, ïðèíàä-
ëåæàùåå Òüþðèíãó:

LET T = (λxy. y (x x y)) (λxy. y (x x y))

Óïðàæíåíèå 2.15. Ïîêàæèòå, ÷òî T ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì íåïî-
äâèæíîé òî÷êè.

Óïðàæíåíèå 2.16. Ïîêàæèòå, ÷òî âûðàæåíèå

Y1 = Y (λyf. f (y f))

ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Ïîêàæåì, êàê îïåðàòîð íåïîäâèæíîé òî÷êè ìîæåò ïîìî÷ü â îï-
ðåäåëåíèè ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìå-
ðà ôóíêöèþ ôàêòîðèàëà. Ìû õîòèì îïðåäåëèòü ôóíêöèþ fact,
êîòîðàÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì (çàïèñàíî â ñèíòàêñèñå
�îáû÷íîãî� ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ):

fact(n) = if (n = 0) then 1 else (n ∗ fact(n− 1)) .

Òî æå ñâîéñòâî â òåðìèíàõ ÷èñåë ×¼ð÷à è ñîîòâåòñòâóþùèõ
ââåä¼ííûõ íàìè ôóíêöèé áóäåò âûãëÿäåòü êàê:

fact = λn. ifthenelse (iszero n) 1 (mul n (fact (pre n))) .

Ýòî âûðàæåíèå, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî

fact = (λfn. ifthenelse (iszero n) 1 (mul n (f (pre n)))) fact .

Îòñþäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî fact ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé
íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ F ñëåäóþùåãî âèäà:

F = λfn. ifthenelse (iszero n) 1 (mul n (f (pre n))) .
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Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî íàøèì âûêëàäêàì, fact = F (fact),
÷òî è ñîîòâåòñòâóåò ïîíÿòèþ íåïîäâèæíîé òî÷êè. Â îïðåäåëåíèè
âûðàæåíèÿ F íå óïîìèíàåòñÿ â ÿâíîì âèäå fact, òàê ÷òî ìû ìî-
æåì îäíîçíà÷íî ïîñòðîèòü åãî ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà
íåïîäâèæíîé òî÷êè ê âûðàæåíèþ F :

fact = Y F .

Ââåä¼ííîå íàìè îïðåäåëåíèå ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè fact êîí-
ñòðóêòèâíî è ñàìî íå ñîäåðæèò ðåêóðñèþ (â ïðàâîé ÷àñòè íåò
óïîìèíàíèé fact).

Óïðàæíåíèå 2.17. Ïîêàæèòå, ÷òî fact 3 = 6.

Ëþáóþ ðåêóðñèâíóþ ôóíêöèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåïî-
äâèæíóþ òî÷êó êàêîé-òî �íåðåêóðñèâíîé� ôóíêöèè, è òàêèì îá-
ðàçîì îíà ìîæåò áûòü âûðàæåíà êàê ëÿìáäà-âûðàæåíèå (ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì Y). Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïåðåîïðåäåëèòü ïðè ïî-
ìîùè ðåêóðñèè îïåðàöèè è ïðåäèêàòû äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Íàïðèìåð, óìíîæåíèå mul ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèìè ëÿìáäà-
âûðàæåíèÿìè:

LET mulfn =
(λfmn. (ifthenelse (iszero m) 0 (add n (f (pre m) n))))

LET mul = Y mulfn

Çäåñü âûðàæåíèå mulfn îïèñûâàåò ñòðóêòóðó ðåêóðñèâíîãî
óìíîæåíèÿ â �íåðåêóðñèâíîì� âèäå (ïîñêîëüêó f � íå êîíêðåò-
íàÿ ôóíêöèÿ óìíîæåíèÿ, à íåêàÿ àáñòðàêòíàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ
ïåðåìåííàÿ), à âûðàæåíèå mul ïîëó÷àåòñÿ èç mulfn ÷èñòî ìåõà-
íè÷åñêè ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà Y.

Óïðàæíåíèå 2.18. Äàéòå ðåêóðñèâíîå îïðåäåëåíèå îïåðàöèè ðàç-
íîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
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Óïðàæíåíèå 2.19. Ïîñòðîéòå ëÿìáäà-âûðàæåíèå äëÿ ïðåäèêàòà
ðàâåíñòâà eq, îáëàäàþùåãî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

eq m n = ifthenelse (iszero m) (iszero n)

(ifthenelse (iszero n) false (eq (pre m) (pre n))) .

Óïðàæíåíèå 2.20. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå (êîìáè-
íàòîð Êëîïà) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàòîðîì íåïîäâèæ-
íîé òî÷êè:

££££££££££££££££££££££££££ ,

ãäå £ îáîçíà÷àåò âûðàæåíèå

λabcdefghijklmnopqstuvwxyzr.r(thisisafixedpointcombinator) .

2.6. Èìåíîâàííûå âûðàæåíèÿ

Âîçìîæíîñòü îïðåäåëÿòü áåçûìÿííûå ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïðå-
èìóùåñòâîì ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ. Âûøå íàìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè ìîæíî îïðåäåëèòü, íå ââîäÿ íèêàêèõ èìåí.
Òåì íå ìåíåå âîçìîæíîñòü äàâàòü èìåíà âûðàæåíèÿì ïîëåçíà, ïî-
ñêîëüêó ïîçâîëÿåò èçáåãàòü ïåðåïèñûâàíèÿ èìåíîâàííûõ âûðàæå-
íèé. Ïðîñòàÿ ôîðìà èìåíîâàíèÿ ìîæåò áûòü ââåäåíà êàê ôîðìà
�ñèíòàêñè÷åñêîãî ñàõàðà� íàä ÷èñòûì ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèåì:

let x = S in T = (λx. T ) S .

Íàïðèìåð, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü:

(let z = 2 + 3 in z + z) = (λz. z + z)(2 + 2) = (2 + 3) + (2 + 3) .

Ìîæíî ñâÿçàòü íåñêîëüêî âûðàæåíèé ñ ïåðåìåííûìè â ïîñëåäîâà-
òåëüíîì èëè ïàðàëëåëüíîì ñòèëå. Â ïåðâîì ñëó÷àå let-êîíñòðóê-
öèè âêëàäûâàþñÿ äðóã â äðóãà. Âî âòîðîì èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü:

let {x1 = S1, x2 = S2, . . . , xn = Sn} in T .

38



Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê �ñèíòàêñè÷åñêèé ñàõàð�
äëÿ âûðàæåíèÿ

(λ(x1, . . . , xn). t) (s1, . . . , sn) .

Âìåñòî ïðåôèêñíîé ôîðìû ñ let ìîæíî ââåñòè ïîñòôèêñíûé âà-
ðèàíò:

T where x = S .

Ñ ïîìîùüþ let-íîòàöèè ìîæíî îïðåäåëÿòü ôóíêöèè, ââåäÿ ñîãëà-
øåíèå, ÷òî

let f x1 x2 . . . xn = S in T

îçíà÷àåò
let f = λx1 x2 . . . xn. S in T .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé ìîæíî ââåñòè ñîãëàøå-
íèå ïî èñïîëüçîâàíèþ êîìáèíàòîðà íåïîäâèæíîé òî÷êè, ò. å. letf =
F f in S îçíà÷àåò letf = Y F in S.

Ðàññìîòðåííàÿ ñèñòåìà �ñèíòàêñè÷åñêîãî ñàõàðà� ïîçâîëÿåò ïîä-
äåðæèâàòü ïîíèìàåìûé ÷åëîâåêîì ñèíòàêñèñ äëÿ ÷èñòîãî ëÿìáäà-
èñ÷èñëåíèÿ, è ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî ïèñàòü ïðîãðàììû íà ÿçûêå,
áëèçêîì ê íàñòîÿùåìó ÿçûêó ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ïðîãðàììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíñòâåííîå âûðàæåíèå. Îä-
íàêî, èìåÿ â ðàñïîðÿæåíèè ìåõàíèçì let äëÿ ñâÿçûâàíèÿ ïîäâû-
ðàæåíèé ñ èìåíàìè, áîëåå åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ïðîãðàììó
êàê íàáîð îïðåäåëåíèé âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé, çà êîòîðûìè
ñëåäóåò ñàìî âûðàæåíèå.
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3. Òèïèçèðîâàííîå

ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå

Ïðè÷èíà ââåäåíèÿ òèïîâ â ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå è â ÿçûêè ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ âîçíèêàåò ñ òî÷êè çðåíèÿ êàê ëîãèêè, òàê è ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ. Ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ðàçðàáàòûâàëîñü äëÿ ôîðìà-
ëèçàöèè ÿçûêà ìàòåìàòèêè. ×¼ð÷ ïðåäïîëàãàë âêëþ÷èòü â ëÿìáäà-
èñ÷èñëåíèå òåîðèþ ìíîæåñòâ. Ïî çàäàííîìó ìíîæåñòâó S ìîæíî
îïðåäåëèòü åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ χS , òàêóþ ÷òî:

χs(x) =

{
true, x ∈ S
false, x 6∈ S .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìåÿ óíàðíûé ïðåäèêàò P , ìîæíî îïðåäåëèòü
ìíîæåñòâî òàêèõ x, ÷òî P (x) = true. Îäíàêî îïðåäåëåíèå ïðåäè-
êàòîâ (è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâ) â âèäå ïðîèçâîëüíûõ ëÿìáäà-
âûðàæåíèé ìîæåò ïðèâåñòè ê ïðîòèâîðå÷èÿì.

Ðàññìîòðèì ïàðàäîêñ Ðàññåëà. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî R, ñî-
ñòîÿùåå èç âñåõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ñåáÿ â êà÷åñòâå
ýëåìåíòà:

R = {x | x 6∈ x} .
Òîãäà R ∈ R ⇔ R 6∈ R, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì. Â òåðìèíàõ
ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü ïðåäèêàò R = λx.¬(x x) è
ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå R R = ¬(R R). Âûðàæåíèå R R ÿâëÿåòñÿ
íåïîäâèæíîé òî÷êîé îïåðàòîðà îòðèöàíèÿ.

Ïàðàäîêñ Ðàññåëà â ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè âîçíèêàåò èç-çà òîãî,
÷òî ìû ïðèìåíÿåì ôóíêöèþ ê ñàìîé ñåáå. Îäíàêî ýòî íåîáÿçà-
òåëüíî ïðèâîäèò ê ïàðàäîêñó: íàïðèìåð, ôóíêöèÿ èäåíòè÷íîñòè
λx.x èëè êîíñòàíòíàÿ ôóíêöèÿ λx.y íå ïðèâîäÿò ê ïðîòèâîðå÷è-
ÿì. Áîëåå ÷åòêîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé, îáîçíà÷àåìûõ ëÿìáäà-
òåðìàìè, òðåáóåò òî÷íîãî çíàíèÿ îáëàñòè èõ îïðåäåëåíèÿ è çíà-
÷åíèé è ïðèìåíåíèÿ òîëüêî ê àðãóìåíòàì, ïðèíàäëåæàùèì îáëà-
ñòÿì èõ îïðåäåëåíèÿ. Ïî ýòèì ïðè÷èíàì Ðàññåë ïðåäëîæèë ââåñòè
ïîíÿòèå òèïà.
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Òèïû âîçíèêëè òàêæå è â ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îäíîé
èç ïðè÷èí ýòîãî áûëà ýôôåêòèâíîñòü: çíàÿ î òèïå ïåðåìåííîé,
ìîæíî ãåíåðèðîâàòü áîëåå ýôôåêòèâíûé êîä è áîëåå ýôôåêòèâíî
èñïîëüçîâàòü ïàìÿòü.

Ïîìèìî ýôôåêòèâíîñòè, òèïû ïðåäîñòàâëÿþò âîçìîæíîñòü ñòà-
òè÷åñêîé ïðîâåðêè ïðîãðàìì. Òèïû ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêæå
äëÿ äîñòèæåíèÿ ìîäóëüíîñòè è ñêðûòèÿ äàííûõ.

Ñóùåñòâóþò òàêæå áåñòèïîâûå ÿçûêè, êàê èìïåðàòèâíûå, òàê
è ôóíêöèîíàëüíûå. Íåêîòîðûå ÿçûêè ÿâëÿþòñÿ ñëàáî òèïèçèðî-
âàííûìè, êîãäà êîìïèëÿòîð äîïóñêàåò íåêîòîðîå íåñîîòâåòñòâèå
â òèïàõ è ñàì äåëàåò íåîáõîäèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ñóùåñòâóþò
ÿçûêè (íàïðèìåð, Python), êîòîðûå âûïîëíÿþò ïðîâåðêó òèïîâ
äèíàìè÷åñêè, ò. å. âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû, à íå âî âðå-
ìÿ êîìïèëÿöèè.

Ìîäèôèöèðóåì ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå, ââåäÿ â íåãî ïîíÿòèå òèïà.
Êàæäûé ëÿìáäà-òåðì äîëæåí èìåòü òèï, ïðè÷åì òåðì S ìîæíî
ïðèìåíèòü ê òåðìó T â êîìáèíàöèè S T , òîëüêî åñëè èõ òèïû
ïðàâèëüíî ñîîòíîñÿòñÿ äðóã ñ äðóãîì, ò. å. S èìååò òèï ôóíêöèè
σ → τ è T èìååò òèï σ. Â ðåçóëüòàòå âûðàæåíèå S T èìååò òèï τ .
Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ñèëüíîé òèïèçàöèåé. Ïðèâåäåíèå òèïîâ
íå äîïóñêàåòñÿ.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü âèäà T :: σ äëÿ óòâåðæäåíèÿ
�T èìååò òèï τ �.

3.1. Áàçîâûå òèïû

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ íåêîòîðûé íàáîð áàçîâûõ òèïîâ,
òàêèõ êàê Bool èëè Integer. Èç íèõ ìîæíî êîíñòðóèðîâàòü ñîñòàâ-
íûå òèïû ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêòîðîâ òèïîâ, ÿâëÿþùèõñÿ, ïî ñó-
òè, ôóíêöèÿìè.

Äàäèì ñëåäóþùåå èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà òèïîâ
TyC , îñíîâûâàþùèõñÿ íà ìíîæåñòâå áàçîâûõ òèïîâ C:
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σ ∈ C
σ ∈ TyC

σ ∈ C, τ ∈ C
(σ → τ) ∈ TyC

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèîíàëüíàÿ ñòðåëêà → àññîöèàòèâ-
íà âïðàâî, ò. å. σ → τ → ν îçíà÷àåò σ → (τ → ν).

Ìîæíî ðàñøèðèòü ñèñòåìó òèïîâ äâóìÿ ñïîñîáàìè. Âî-ïåðâûõ,
ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ïåðåìåííûõ òèïà, ÿâëÿþùèõñÿ ñðåäñòâîì
äëÿ ðåàëèçàöèè ïîëèìîðôèçìà. Âî-âòîðûõ, ìîæíî ââåñòè äîïîë-
íèòåëüíûå êîíñòðóêòîðû òèïîâ, ïîìèìî ôóíêöèîíàëüíîé ñòðåë-
êè, íàïðèìåð êîíñòðóêòîð × äëÿ òèïà ïàðû çíà÷åíèé. Â ýòîì
ñëó÷àå íåîáõîäèìî äîáàâèòü ïðàâèëî:

σ ∈ C, τ ∈ C
(σ × τ) ∈ TyC

Ìîæíî ââåñòè èìåíîâàííûå êîíñòðóêòîðû ïðîèçâîëüíîé àð-
íîñòè. Áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü Con(a1, . . . , an) äëÿ ïðèìåíå-
íèÿ n-àðíîãî êîíñòðóêòîðà Con ê àðãóìåíòàì ai.

Âàæíûì ñâîéñòâîì òèïîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî σ → τ 6= σ, ò. å. òèï
íå ìîæåò ñîâïàäàòü íè ñ êàêèì ñâîèì ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíûì
òèïîâûì ïîäâûðàæåíèåì. Ýòî èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíå-
íèÿ òåðìà ê ñàìîìó ñåáå.

3.2. Òèïèçàöèÿ ïî ×¼ð÷ó è ïî Êàððè

Ñóùåñòâóþò äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ òèïèçèðî-
âàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ. Ïåðâûé ïîäõîä, ïðèíàäëåæàùèé ×¼ð-
÷ó, ýòî ÿâíàÿ òèïèçàöèÿ. Êàæäîìó òåðìó ñîïîñòàâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûé òèï. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïðîöåññå êîíñòðóèðîâàíèÿ òåð-
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ìîâ íåòèïèçèðîâàííûå òåðìû ìîäèôèöèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ äî-
ïîëíèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè � òèïà. Äëÿ êîíñòàíò ýòîò òèï çà-
äàí çàðàíåå, íî ïåðåìåííûå ìîãóò èìåòü ëþáîé òèï. Ïðàâèëà êîð-
ðåêòíîãî ôîðìèðîâàíèÿ òåðìîâ âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

v :: σ

Êîíñòàíòà c èìååò òèï σ

c :: σ

S :: σ → τ, T :: σ

S T :: τ

v :: σ, T :: τ

λv. T :: σ → τ

Îäíàêî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ òèïèçàöèè ïîäõîä Êàððè,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íåÿâíûì. Òåðìû ìîãóò èìåòü èëè íå èìåòü òèï,
è åñëè òåðì èìååò òèï, òî îí ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííûì. Íà-
ïðèìåð, ôóíêöèÿ èäåíòè÷íîñòè λx.x ìîæåò èìåòü ëþáîé òèï âèäà
σ → σ. Òàêîé ïîäõîä áîëåå ïðåäïî÷òèòåëåí, ïîñêîëüêó, âî-ïåðâûõ,
îí ñîîòâåòñòâóåò èñïîëüçóåìîìó â ÿçûêàõ SML èëè Haskell ïî-
íÿòèþ ïîëèìîðôèçìà, à âî-âòîðûõ, ïîçâîëÿåò íå çàäàâàòü òèïû
ÿâíûì îáðàçîì.

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå òèïèçèðóåìîñòè ïî îòíîøåíèþ ê êîíòåê-

ñòó, ò. å. êîíå÷íîìó íàáîðó ïðåäïîëîæåíèé î òèïàõ ïåðåìåííûõ.
Áóäåì çàïèñûâàòü:

Γ ` T :: σ

÷òîáû îáîçíà÷èòü, ÷òî �â êîíòåêñòå Γ òåðì T ìîæåò èìåòü òèï
σ�. Áóäåì óïîòðåáëÿòü çàïèñü ` T :: σ èëè ïðîñòî T :: σ, åñëè
ñóæäåíèå î òèïèçàöèè âûïîëíÿåòñÿ â ïóñòîì êîíòåêñòå. Ýëåìåí-
òû êîíòåêñòà Γ èìåþò âèä v :: σ, ò. å. îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
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ïðåäïîëîæåíèÿ î òèïàõ ïåðåìåííûõ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â
Γ íåò ïðîòèâîðå÷èâûõ ïðåäïîëîæåíèé.

Èíäóêòèâíûì îïðåäåëåíèåì îòíîøåíèÿ òèïèçèðóåìîñòè ÿâëÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèå ôîðìàëüíûå ïðàâèëà:

v :: σ ∈ Γ

Γ ` v :: σ

Êîíñòàíòà c èìååò òèï σ

c :: σ

Γ ` S :: σ → τ, Γ ` T :: σ

Γ ` S T :: τ

Γ ∪ {v :: σ} ` T :: τ

Γ ` λv. T :: σ → τ

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì òèïèçèðîâàíèå ôóíêöèè èäåíòè÷íî-
ñòè λx.x. Ïî ïðàâèëó äëÿ ïåðåìåííûõ èìååì:

{x :: σ} ` x :: σ

è îòñþäà ïî ïîñëåäíåìó ïðàâèëó ïîëó÷àåì:

∅ ` λx.x :: σ → σ .

Â ñèëó ñîãëàøåíèÿ î ïóñòûõ êîíòåêñòàõ ïîëó÷àåì λx.x :: σ → σ.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ ëÿìáäà-òåðìîâ ñîõðàíÿ-
þò òèïû.

3.3. Ïîëèìîðôèçì

Ñèñòåìà òèïîâ ïî Êàððè îáåñïå÷èâàåò ïîëèìîðôèçì, â òîì
ñìûñëå, ÷òî òåðì ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íûå òèïû. Íåîáõîäèìî ðàç-
ëè÷àòü êîíöåïöèè ïîëèìîðôèçìà è ïåðåãðóçêè. Îáà ýòèõ òåðìèíà
îçíà÷àþò, ÷òî âûðàæåíèå ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî òèïîâ. Îäíàêî
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â ñëó÷àå ïîëèìîðôèçìà âñå òèïû ñîõðàíÿþò ñòðóêóðíîå ñõîäñòâî.
Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ èäåíòè÷íîñòè ìîæåò èìåòü òèï σ → σ èëè
τ → τ èëè (σ → τ) → (σ → τ). Ïðè ïåðåãðóçêå ôóíêöèÿ ìîæåò
èìåòü ðàçëè÷íûå òèïû, íå ñâÿçàííûå äðóã ñ äðóãîì ñòðóêòóðíûì
ñõîäñòâîì.

let-ïîëèìîðôèçì. Ðàññìîòðåííàÿ ñèñòåìà òèïîâ ïðèâîäèò ê íå-
êîòîðûì îãðàíè÷åíèÿì íà ïîëèìîðôèçì. Íàïðèìåð, ïðèåìëåìî
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

if (λx. x) true then (λx. x) 1 else 0 .

Åñëè èñïîëüçîâàòü ïðàâèëà òèïèçàöèè, òî ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî
ýòî âûðàæåíèå èìååò òèï int. Äâà ýêçåìïëÿðà ôóíêöèè èäåíòè÷-
íîñòè èìåþò òèïû bool→ bool è int→ int ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå:

let I = λx. x in if I true then I 1 else 0 .

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ýòî èíîé ñïîñîá çàïèñè äëÿ

(λI. if I true then I 1 else 0) (λx. x) .

Îäíàêî ýòî âûðàæåíèå íå ìîæåò áûòü òèïèçèðîâàíî. Â íåì ïðè-
ñóòñòâóåò åäèíñòâåííûé ýêçåìïëÿð ôóíêöèè èäåíòè÷íîñòè, è îí
äîëæåí èìåòü åäèíñòâåííûé òèï.

Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ äîáàâèì ïðàâèëî òèïèçà-
öèè, â êîòîðîì let-êîíñòðóêöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïåðâè÷íàÿ:

Γ ` S :: σ, Γ ` T [x := S] :: τ

Γ ` let x = S in T :: τ

Ýòî ïðàâèëî îïðåäåëÿåò òàê íàçûâàåìûé let-ïîëèìîðôèçì.
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Íàèáîëåå îáùèå òèïû. Íåêîòîðûå âûðàæåíèÿ íå èìåþò òèïà,
íàïðèìåð λf. f f èëè λf. (f true, f 1). Òàêàÿ ñèòóàöèÿ äîñòàòî÷íî
ðàñïðîñòðàíåíà íà ïðàêòèêå, ïîñêîëüêó ìíîãèå àëãîðèòìû ìîãóò
ðàáîòàòü ñ äàííûìè ëþáûõ òèïîâ (íàïðèìåð, àëãîðèòì îïðåäåëå-
íèÿ äëèíû ñïèñêà íå çàâèñèò îò òèïà ýëåìåíòîâ ýòîãî ñïèñêà).

Èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå: äëÿ êàæäîãî òèïèçèðóåìîãî âûðà-
æåíèÿ ñóùåñòâóåò íàèáîëåå îáùèé òèï èëè îñíîâíîé òèï è âñå
âîçìîæíûå òèïû âûðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ýêçåìïëÿðàìè ýòîãî íàè-
áîëåå îáùåãî òèïà. Ïðåæäå ÷åì ñäåëàòü ýòî óòâåðæäåíèå ñòðîãèì,
íåîáõîäèìî ââåñòè íåêîòîðóþ òåðìèíîëîãèþ.

Ââåäåì ïîíÿòèå ïåðåìåííûõ òèïà. Òèïû ìîãóò áûòü ñêîí-
ñòðóèðîâàíû ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ êîíñòðóêòîðîâ òèïà ëèáî ê
êîíñòàíòàì òèïà, ëèáî ê ïåðåìåííûì òèïà. Áóäåì èñïîëüçîâàòü
áóêâû α è β äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ òèïà, à áóêâû σ è τ �
äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíûõ òèïîâ. Îïðåäåëèì ïîíÿòèå çàìå-
íû ïåðåìåííîé òèïà íà íåêîòîðûé òèï. Áóäåì èñïîëüçîâàòü òó æå
íîòàöèþ, ÷òî è ïðè ïîäñòàíîâêå òåðìîâ. Íàïðèìåð:

(σ → bool)[σ := (σ → τ)] = (σ → τ)→ bool .

Ðàñøèðèì ýòî îïðåäåëåíèå, äîáàâèâ ïàðàëëåëüíûå ïîäñòàíîâêè:

αi[α1 := τ1, . . . , αk := τk] = τi ,
β[α1 := τ1, . . . , αk := τk] = β, åñëè αi 6= β äëÿ 1 ≤ i ≤ k ,

Con(σ1, . . . , σn)[θ] = Con(σ1[θ], . . . , σn[θ]) .

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òèïîâûå êîíñòàíòû êàê 0-àðíûå êîí-
ñòðóêòîðû, ò. å. ñ÷èòàòü, ÷òî int çàäàåòñÿ êàê int (). Èìåÿ îïðå-
äåëåíèå ïîäñòàíîâêè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òèï σ ÿâëÿåòñÿ áîëåå
îáùèì, ÷åì òèï σ′, è çàïèñûâàòü ýòîò ôàêò êàê σ � σ′. Ýòî îòíî-
øåíèå âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íàáîð
ïîäñòàíîâîê θ òàêîé, ÷òî σ′ = σθ. Íàïðèìåð:
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α � α ,
α→ α � β → β ,

α→ bool � (β → β)→ bool ,
β → α � α→ β ,
α→ α 6� (β → β)→ β .

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 3.1. Êàæäûé òèïèçèðóåìûé òåðì èìååò íåêîòîðûé

îñíîâíîé òèï, ò. å. åñëè T :: τ , òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé σ,
òàêîé ÷òî T :: σ è äëÿ ëþáîãî σ′ èç T :: σ′ ñëåäóåò σ � σ′.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû êîíñòðóêòèâíî: îíî äàåò êîí-
êðåòíóþ ïðîöåäóðó äëÿ ïîèñêà îñíîâíîãî òèïà. Ýòà ïðîöåäóðà
èçâåñòíà êàê àëãîðèòì Õèíäëè-Ìèëíåðà. Âñå ðåàëèçàöèè ÿçûêîâ
ïðîãðàììèðîâàíèÿ òèïà ML âêëþ÷àþò â ñåáÿ âàðèàíò ýòîãî àëãî-
ðèòìà. Âûðàæåíèÿ â íèõ ìîãóò áûòü ñîïîñòàâëåíû èõ îñíîâíîìó
òèïó ëèáî îòâåðãíóòû êàê íåòèïèçèðóåìûå.

3.4. Ñèëüíàÿ íîðìàëèçàöèÿ

Òåîðåìà 3.2. Êàæäûé òèïèçèðóåìûé òåðì èìååò íîðìàëüíóþ

ôîðìó è êàæäàÿ âîçìîæíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåäóêöèé, íà-

÷èíàþùàÿñÿ ñ òèïèçèðóåìîãî òåðìà, çàâåðøàåòñÿ.

Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïðîãðàììà, ñîáëþäàþùàÿ äèñöèïëèíó òèïè-
çàöèè, ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ëþáûì îáðàçîì, è îíà âñåãäà çàâåð-
øèòñÿ â åäèíñòâåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå (åäèíñòâåííîñòü ñëåäó-
åò èç òåîðåìû ×åð÷à-Ðîññåðà, êîòîðàÿ âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ òèïè-
çèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ). Îäíàêî âîçìîæíîñòü ñîçäàâàòü
íåçàâåðøàþùèåñÿ ïðîãðàììû ñóùåñòâåííà äëÿ ïîëíîòû ïî Òüþ-
ðèíãó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ âû÷èñëèìûõ è ïîëíûõ ôóíê-
öèé.

×òîáû îáåñïå÷èòü ïîëíîòó ïî Òüþðèíãó, äîáàâèì ñïîñîá îïðå-
äåëåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ïî îïðå-
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äåëåíèþ ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûìè. Äëÿ ýòîãî îïðå-
äåëèì ïîëèìîðôíûé îïåðàòîð ðåêóðñèè äëÿ âñåõ òèïîâ âèäà:

Rec : ((σ → τ)→ (σ → τ))→ σ → τ

Êðîìå òîãî, äîáàâèì ïðàâèëî ðåäóêöèè:

Rec F → F (Rec F )

äëÿ ëþáîãî F : (σ → τ)→ (σ → τ). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåêóðñèâ-
íûå îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ýòèõ îïåðàòîðîâ ðåêóðñèè.
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Çàêëþ÷åíèå

Ôóíêöèîíàëüíûé ïîäõîä ê ïðîãðàììèðîâàíèþ, ðåàëèçóþùèé
ìîäåëü ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ, èìååò ðÿä ïðåèìóùåñòâ ïåðåä áîëåå
òðàäèöèîííûì èìïåðàòèâíûì ïîäõîäîì. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðî-
ãðàììû áîëåå òî÷íî ñîîòâåòñòâóþò ôóíäàìåíòàëüíûì ìàòåìàòè-
÷åñêèì îáúåêòàì è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü áîëåå
ñòðîãèå ðàññóæäåíèÿ. Óñòàíîâèòü çíà÷åíèå èìïåðàòèâíîé ïðîã-
ðàììû, ò. å. ôóíêöèè, âû÷èñëåíèå êîòîðîé îíà ðåàëèçóåò, â îáùåì
ñëó÷àå äîâîëüíî òðóäíî. Çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëüíîé ïðîãðàììû
ìîæåò áûòü âûâåäåíî ïðàêòè÷åñêè íåïîñðåäñòâåííî.

Ôóíêöèè â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàììàõ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿ-
ìè â ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî âû÷èñëåíèå
ëþáîãî âûðàæåíèÿ íå ìîæåò èìåòü íèêàêèõ ïîáî÷íûõ ýôôåêòîâ
è ïîðÿäîê âû÷èñëåíèÿ åãî ïîäâûðàæåíèé íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ
íà ðåçóëüòàò. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîãðàììû ëåãêî ïîääàþòñÿ ðàñ-
ïàðàëëåëèâàíèþ, ïîñêîëüêó îòäåëüíûå êîìïîíåíòû âûðàæåíèé
ìîãóò âû÷èñëÿòüñÿ îäíîâðåìåííî.

Îñíîâíîé ïðèíöèï ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ � ýòî
ñàì ïðèíöèï ôóíêöèîíàëüíîñòè: ïðè âûçîâå îäíîé è òîé æå ôóíê-
öèè ñ îäíèìè è òåìè æå çíà÷åíèÿìè àðãóìåíòîâ âñåãäà âîçâðà-
ùàåòñÿ îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò. Â �îáû÷íûõ� ÿçûêàõ ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ ýòîò ïðèíöèï íàðóøåí, òàê êàê òàì ôóíêöèÿ ìîæåò
îáðàùàòüñÿ ê ãëîáàëüíûì ïåðåìåííûì èëè îáùåé ïàìÿòè.

Âòîðîé âàæíåéøèé ïðèíöèï � îòñóòñòâèå èñêóññòâåííîãî óï-
ðàâëåíèÿ ïðîöåññîì âû÷èñëåíèé. Êîíå÷íî, åñëè àðãóìåíòîì ôóí-
êöèè ÿâëÿåòñÿ äðóãàÿ ôóíêöèÿ, òî îíà áóäåò âû÷èñëåíà ðàíüøå,
÷åì âûçâàâøàÿ å¼ ôóíêöèÿ. Îäíàêî äðóãèõ ñïîñîáîâ çàäàíèÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé (íàïðèìåð, öèêëîâ) â ÷èñòîé ôóíêöè-
îíàëüíîé ïðîãðàììå áûòü íå ìîæåò.

Ñëåäîâàíèå ýòèì ïðèíöèïàì ïðèâîäèò ê äîâîëüíî èíòåðåñíûì
ðåçóëüòàòàì. Íàïðèìåð, â ÷èñòûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ÿçûêàõ íåò
ïîíÿòèÿ ïåðåìåííîé, ñëåäîâàòåëüíî, îòñóòñòâóåò è îïåðàòîð ïðè-
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ñâàèâàíèÿ. Íåò îïåðàòîðíûõ ñêîáîê, îïåðàòîðîâ öèêëà, ìåõàíèç-
ìîâ ðàáîòû ñ ïàìÿòüþ. Ñèíòàêñèñ î÷åíü áåäåí, îäíàêî è ïðîãðàì-
ìà ïîëó÷àåòñÿ, êàê ïðàâèëî, áîëåå êðàñèâàÿ è êîìïàêòíàÿ.

Ê ïëþñàì ôóíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäà ìîæíî îòíåñòè:

• áëèçîñòü êîäà ïðîãðàììû å¼ ñïåöèôèêàöèè (ïî ñóòè äåëà
ïðîãðàììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óòî÷í¼ííóþ ñïåöèôèêàöèþ);

• îòñóòñòâèå ïîáî÷íûõ ýôôåêòîâ îò èñïîëüçîâàíèÿ îïåðàòîðà
ïðèñâàèâàíèÿ è ðàáîòû ñ ïàìÿòüþ;

• îòñóòñòâèå ïðèâÿçêè ê àðõèòåêòóðå (ïðîãðàììà ìàêñèìàëü-
íî àáñòðàêòíà, ïîýòîìó å¼ ìîæíî îòêîìïèëèðîâàòü äëÿ ëþ-
áîé êîíêðåòíîé ÝÂÌ);

• âîçìîæíîñòü òàê íàçûâàåìûõ �ëåíèâûõ� (îòëîæåííûõ) âû-
÷èñëåíèé, ïðè êîòîðûõ íåïîñðåäñòâåííî â õîäå âûïîëíåíèÿ
ïðîãðàììû îòñåêàþòñÿ èçáûòî÷íûå âûçîâû ïîäïðîãðàìì;

• ïðîñòîòà ðàáîòû ñ äèíàìè÷åñêèìè ðåêóðñèâíûìè ñòðóêòó-
ðàìè äàííûõ (ñïèñêàìè, äåðåâüÿìè);

• ðåàëèçàöèÿ òàê íàçûâàåìîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî (�èñòèííî-
ãî�) ïîëèìîðôèçìà, ïðè êîòîðîì îäíà è òà æå ôóíêöèÿ ìî-
æåò ðàáîòàòü ñ àðãóìåíòàìè ðàçíûõ òèïîâ;

• ðàáîòà ñ ïîòåíöèàëüíî áåñêîíå÷íûìè òèïàìè äàííûõ;

• óäîáñòâî àíàëèçà ïðîãðàììû ôîðìàëüíûìè ìàòåìàòè÷åñêè-
ìè ìåòîäàìè (íàïðèìåð, ïðè å¼ âåðèôèêàöèè).
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